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Die ÄuIIösaag der bestimmten Gleicimn^en. 

(Analyse des eqoations determinöes.) 

Von 

Jew Uaptiste io»e]^ Baron Fourier. 



Vorrede. 

[1] Die Philosophen von Alexandria haben gewiwe El^ 
meate einer Kunst, welche die messbare Grösse znm Gegen- 
stand hat und dariu besteht, Operationen des Geistes dnroh 
regelmlUwige Oombination einer kleinen Anzahl Ton Zeieben 
zu ersetien, geluuuit. Diese Knnst hat bei den modernen 
Ydlkem einen groaeen Anftcbwnng eriebt; sie worde snr matbe- 
matiBohen AnalyBis, der erhabenen Wiseensehaft, welebe die 
allgemeinen Qesetie der Bewegung nnd Wftrme darthnt, alle 
grossen Pbinomene des Weltalls anseinandersefat nnd die 
mensobliolie Oesellsobaft Uber deren wiebtigste Anwendungs- 
gebiete anfUirt 

Die Theorie der bestimmten Oleiobnngen, eine bauptsftoh- 
liehe Grundlage dieseir analytisehen Wissensebaft, ist buige in 
Ibren Fortaobritten dnroh grosse Sehwierigkeiten, die man hente 
auflösen kann, angehalten worden. Ihre Behandlung ist der 
Hauptzweck, den ieh mir in diesem Werk stellte ; dasselbe ist 
die Fmebt einer langen Arbeit, die ieh seit meiner ersten 
Jugend unternahm nnd welehe die Yersohiedensten Sorgen 
•osnsagen niemals unterbrochen haben. 

Die Hauptfrage der Theorie ist die Aufsuchung der Wur- 
zeln der Gleichungen ; diese Frage bemtihte ieh mich vollstän- 
dig zu behandeln ; ich habe sie durch eine exacte und allpremeine 
Methode, [21 die iimner leicht uiiweiidbar ist uiid bicli auf alle 
bestimmten Fuiictioueii ausdehnt, gelöst. 

Ofltwald'a K\»Miker. 127. 1 
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Diese Methode entstammt nicht eiDer besonderen und in 
gewisser Beziehung von den schon bekannten Theoremen nn- 
abhängigen Anschanungsweise^ sondern sie erinnert im Gegen- 
theü an alle diese Elemente nnd entlehnt von denselben, sie 
zeigt die zwischen ihnen yorhandenen Beziehungen nnd ent- 
wickelt ans denselben sehr entfernt liegende Folgemngen. 

Die hanptsaehUchsten £ntdeeknngenf welche die algebnr- 
ische Analysis begründet haben, sind die Theoreme von Franx 
Vtekk Uber die Zusammensetzung der Coefficienten , die von 
Descartes in seiner Geometrie gegebene Regel, welche die An- 
zahl der positiven oder negativen Wurzeln betrifft, der Satz 
vom analytischen ParaUel<^amm, den man Newton verdankt, 
nnd welchen Lagi-anyc bewiesen hat, die NewtonCw^^b Methode 
der snocessiven Substitutionen, die Untersuchungen von Waring 
nnd Lagrange Uber die unveränderlichen Functionen der Wur- 
zeln und Aber ^e Differenzengleichung, die Theorie der Ketten- 
bräche, wie sie in Lagrange's Werken entwickelt ist, schliess- 
lich die von Daniel Bcrnoulli aus den recuneuten Reihen her- 
geleitete Metbode. 

In unserem Werke erinnerten wir an diese Elemente, nicht 
Ulli ihre Principien, die schon lange bekannt sind, auseinander 
zu setzen, sondern um ihnen eine ganz neue Ausdehnung" zu 
geben nnd alle fundamentalen, von den ersten Erfindern be- 
trachteten Frag^en anfznlusen. Jede derselben soll mit gröbster 
Rorsrfnlt disentirt werden. Aus dieser Priitniiü: ergiebt sich 
eine allgemeine exeL'"* !! sehe Methode, welche nichts unsicher 
lässt, denn sie ergiebt leichte und gewöhnliche Regeln zur 
UnterscheiduDg der imaginären Wurzeln. [31 Der aufmerksam» 
Tj«'ser ^ird beurtheilen können, ob diese schwierigen Probleme 
wirklich allej^ammt vollständig gelöst sind. 

Diese Principien gehören der allgemeinen Analysis an, und 
unsere Theorie ist auch nicht auf die algebraischen Gleichungen 
beschränkt; sie löst alle bestimmten Gleichungen auf. 

Die wichtigsten Fragen der Naturphilosophie ebenso wie 
diejenigen, welche die äussersten Oscillationen der Körper oder 
die Bedingungen der Stabilität des Sonnensystems oder ver- 
schiedene Bewegungen der Flüssigkeiten, oder endlich die 
mathematischen Gesetze der Wärme behandeln, erfordern eine 
tiefgehende Kenntniss der Theorie der Gleichungen. 

Ich werde jetst die bei der Ausarbeitung und Redaction 
befolgte Anordnung angeben: 

Die Elemente der Wissenschalt sind in mehreren Werken, 
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"welche dieses Stiidiinii K'icht und iillgemcin zugänglich g-t-macht 
haben, niedergelegt. Ich setze hier voraus, dass die liaupt- 
sachlichen Theoreme dem Leser ])ekannt sind; ie.h habe sie in 
der Einleitung angeführt. Unter diesem Titel biete ich die histo- 
rische Angabe der hauptsächiichen Quellen mit der exacten, 
präcisen Angabe aller S.Htze dar, an die man sich vor der 
Lecttire dieser Abhandlnng deutlich erinnern muss. Diese Auf- 
zählung giebt meinen Aiugaiigspaiikt an ; alle weiteren Unter- 
Buchungen sind neu. 

Unter den elementaren Sätzen der Einleitung erwähnte ioh 
gewisse sehr einlache Sätze der Infiuitesimalanalysis. [4] Man 
kann in der Theorie der Gleidituigen ohne Verwendung der 
Differentialrechnung oder, was dasselbe ist, der FInxionsmethode, 
keinen bedeutenden Fortschritt erzielen. Die Wissenschaften 
lassen nicht immer die zufällige und so zu sagen nnvermuthete 
Anordnung za, welche im Laufe der ErRndungen sich ergeben 
hat. Die mathematischen Kenntnisse sind alle von gleicher 
Art, ihr Stadiom erfordert eine beharrliche Aufmerksamkeit; 
als transcendent hat man die znletaEt entdeckten Zweige be- 
zeichnet. 

Dem beschwerlichen Stadium neuer Bezeichnungen, die fast 
immer entbehrlich sind, zu entgehen, habe ich die gebräuchr 
Heben Beni^nnungen beibehalten. Mehrere dieser Bezeichnungen 
sind Tor einer exacten Kenntniss der Elemente angenommen 
worden. Es konnte nfttzlich sein, gewisse Aenderungen yor- 
mnehmen; doch ziehe ich vor, den Fortschritt der Ideen und 
die Beistimmung der MathematilLer abzuwarten. Alle Unter- 
suchungen dieses Werkes sind schon lange yollendet. Jetzt 
erscheinen die zwei ersten Bticher, welche das Wesentlichste 
aus der Theorie der Gleichungen enthalten und in gewissem 
Binne einen besonderen Abschnitt bilden. Der zweite Bchluss- 
tfaeil dieses Werkes, dessen Ausdehnung fast dem ersten gleich 
ist) wird kllnltiges Jahr ersdielnen. 

Da die zwei ersten Bücher einen nur unvollstAndigen Ein- 
blick in den Gegenstand dieser Untersuchungen geben konnten, 
erschien es mir nothwendig, eine synoptische Auseinander- 
setzung, welche alle Resultate zusammentasst und ihre gegen- 
seitigen Beziehungen erkennen lässt, vorauszuschicken. [5j Ein 
wesentlicher Gesichtspunkt ist \on lumix Vida^ den man als 
den zweiten Erfinder der Algebra betrachten kann, gefunden 
worden. Ilan ioty Oughtred, Wallis und Newton hatten ihn über- 
nommen; aber man entfernte sich von demselben und verfolgte 
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einen srauz anderen, dnrehans hosr-hrHnkten Weg, welcher sich 
nur auf son<lerl)are Untersuchunoren erstrockte, ohne irgend 
eine einzige der sich darbietenden Schwierigkeiten lösen zu 
können. Ich beabsichtige die Wissensehaft auf einfachere und 
fruchtbarere Principien zurückzuführen, die an schon bekannte 
Elemente anknüpfen und sieher auch zum Fortsehritt in den 
anderen Zweigen der mathematisehen Analyais beitragen werden. 

Paris, 1829. 

Jh. Fourier. 
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[7] I. Von den Griechen und Arabern haben wir die ersten 
Kenntnisse auf algebraischem Gebiete empfangen. Die Bücher 
^ des DiophaiUu8^)j heute das älteste Denkmal dieser Wissen- 
sehaft, laragen alle Merkmale der Bifindnng. Der Autor löst 
durch eine erfindungsreiche Analyse eine ziemlich grosse Zahl 
von Fragen, die sich auf Eigenschaften der Zahlen beziehen; 
der unfi fiberlieferte Theil dieses Werkes genflgt 2nm Beweia, 
dasB die elementaren Regeln der Algebra sdum der Sehnle 
von Alexandria bekannt waren. 

Die walte Civtlisation des Orients ist durch wunderbare 
kOnstLeriaofae Prodnctionen beseogt; aber die Geschieht hat 
aar eine verworrene Erinnerung bewahrt an die Zeiten, welohe 
«m mehrere Jahrhunderte dem sagenhaften Urspmng Grieche»- 
lands Toransgingen. 

Bind die Prineipien der indischen Algebra, so wie man 
einige Spuren dersetben yorfindet, den Arabern, den Persem 
und dann Europa mitgetheilt worden, oder sind nicht yidmehr 
die grieehiselien Mathematiker die wahren und elnilgen Er- 
finder? Der Mangel an DenkmÜem erlaubt nicht mehr, dieae 
Frage ▼ollkommen su Mseo. Trotadem sind die sehr ans- 
gedehnten Theorien, ans denen die analytische Wissenschaft 
jetst beetdit, alle das Werk der Modernen. 

Leonardo Fibmiacei aus Pisa hat um das Jnkr 1150 nach 
der Rückkehr von seinen Reisen nach Griechenland und 
Asien das erste W^rk dieser AVisseuschaft, welches im Occi- 
dent erscliieuen ist^ gesehriebeu 2). Dasjenige von Liwa 
Pctciuolo^) wurde im Autaiig des IG. Jahrhunderts , einer 
stets in der Geschichte Europas denkwürdigen Zeil, publiciit. 
Seipiom del Ferro*] gelang es, die (Üeieliungeu des dritten 
' Grades zu lOsen, oder er gab vielmehr für dieselben eine sinn- 
reiche und unerwartete ''I'rauslonnatiou. [8] Tartaglm*)^ Car- 
dano*) und nachher luifnrlr Boiabelli^) erneuerten und ver- 
breiteten diese Entdeckung. Ludoirko Ferrari aus Bologna*^) 
^tdeckte fttr die Gleichungen vierten Grades eine T.näung der- 
selben Gattung. JJiese Formeln führten nicht zur Lösung 
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höherer Gleichungen") und selbst tiir den dritten und vierten 
Grad sind sie in einer grossen Zahl von Fällen nicht anwend- 
bar^). Vollständig gelöst hatte man durch ein ähnliches Mittel 
nur die Gleichungen zweiten Grades; die sehr einfache Formel, 
welche diese Lösong giebt, war seit dem Ursprung der Algebra 
bekannt. 

Franx Yieta^)^ einer der glänzendsten Begründer der mathe- 
matischen Wissenschaften, betraditote die Frage der AnflOsnng 
der Gleichungen von einem viel allgemeineren Gesichtspunkte. 
Er entdeckte eine exegetische Methode, geeignet, die wirk- 
lichen Werthe der Unbekannten zu bestunmen, und begründete 
seine Untersuchungen auf den wahren Principien des alge- 
braischen Calculs. Aber man konnte damals diese Methode 
nicht fortentwickeln, weil sie gewisse Kenntnisse der Differen- 
tialrechnung fordert. 

Ft6to bemerkte zuerst die Zusammensetzung der Ooeffi- 
cienten; dies ist der Ursprung der Theorie der Gleichungen. 
Er machte die ganze Ausdehnungsfähigkeit der algebraischen 
Formeln bekannt und entdeckte neue Anwendungen, so dass 
man ihn als zweiten Erfinder dieser Wissenschaft betrachten 
kann. 

Ilairiot^^). OughtrcdA^ , Wallis^-] folgten Vieta's Lehren, 
und der erste dieser Mathemutiker gab den Gleichungen eine 
allgemeine Form, die man beibehallen hat. 

Desmrtes^^) drückte die Eigenschaften der Curven durch 
Gleichungen aus, und beerrilndete so die allgemeine Unter- 
suchung der Functionen, welche bald auf die grössten rhänomene 
des üni\ersiim anjrewendet \ver<l»'u sollte. Er bereicherte die 
Algebra mit einer gliiekliclieii Hrrnuliin^. die den eigenthflmlichen 
Zusammenhang der Anzahl p(i>iliver oder negativer Wurzeln 
mit den Vorzeichoii der Coeflieieiiten ausdiückt. Wallis^ einer 
der siniireicbsteii liet'örderer der modernen Analvsis, aber ein 
parteiiselier üeschichtss<'1iTf>il)ei' , liat nuuütze Ansfr<M)gnn^en 
gemacht, um seinem l^andäinanu Haniot die Erfindung dieser 
Zeichen r e gel z u z n s c 1 ir e i 1 ) e u . 

[9' Die eigentliche Algebra hat von Xarfon^^j zwei wesent- 
liche Methoden erhalten: die eine ist diejenige, welche man 
mit dem Namen »analytisches Parallelogramm« be- 
zeichnet hat; sie wurde 1676 an Lcibnix^ welcher um ihre 
Mittheilung bat, berichtet. Diese Kegel, von welcher Lagrange 
einen analytischen Beweis gegeben und welche Laplace auf 
«ine andere Gattung Yon Fragen ausgedehnt hat, hatte die 
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Bildnnf Yon Reihen mm Zwedc; aber sie g9li5rt besonders der 
Algebra als eines Oirer lumptsfliiMehsten Momente an. Dies 
ist einer der Zweige der exegetisdien Lösung, welche Vieia 
im Auge hatte. Die zweite algebraische Methode, welche man 
Newton yerdankt, ist die der sneoessiven Snbstitationen; sie 
ist anf alle Theüe der mathematisehen Analysis anwendbar, 
Albert Qirard^^), welcher in Holland schrieb, hat als erster 
die Sfttse gekannt, welche die Summe der ganzen Potenzen 
der Wnneln liefern. Newton gab diese Theoreme in seiner 
Aiithmedea nniTocsalis und zeigte, welchai Qebraneh man 
davon machen kann, nm den angenäherten Werth einer der 
Wnrzela zn finden. Dies ist in gewisser Beziehung der Ur- 
sprung der Theorie der recurrenten Reihen*^!, welche Daniel 
Bernoulli aus anderen Principii n abgeleitet liut und welche in 
den AVerkoii von EuJfr und Lap'anye klar auseiiiaiidergesetzt 
lind disc'utirt worden ist. Diese Eigenschaften der recurrenten 
Keilicn l)ilden eiuo der hauptsäclilielisten alorebraisclicu Theorien. 

Die Gesetze der Elimination und die Theoreme betrefis der 
Functionen der Wurzeln sind allgemeine Folgerungen der Be- 
merkungen von Vieta und Albert Girard über die Znsainmeu- 
setzung der Coefficienten. Sätze dieser Art führen nicht zu 
einer Methode, die Wurzeln thatsäeldich kennen zu lernen, 
aber sie drücken theoretisch sehr wichtige Beziehungen aus. 

Hnddn^'^^ aus Amsterdam hat die Eisrenseliaften der gleichen 
Wurzeln entdeckt. Diese Theoreme, welche vor der Ditie- 
rentialrechnung- bekannt waren, und welche dennoch ans den- 
selben Principieu stammen, bilden ein einfaches und noth- 
wendiges Element der algebraisclien Analysis. 

Ich will nicht au die vielfachen Versuche erinnern, die 
Wurzeln der (Heichnngen aller Grade in Formeln, analog der 
C^rrf^???'sclien, überzuführen. '10' Diese Uutersuchunsr würde 
zum Zweck haben, alle Wurzein einer Gleichung dureli eine 
beschränkte Zahl einfacher Operationen, deren >»atur im 
voraus bestimmt ist, und von denen keine mehr als zwei 
verschiedene reelle Weithe geben kann, zu finden. Man er- 
hält SO jedoch nur sehr compllcirte TransformatioDen, bei 
denen die gesuchte Wahrheit viel verborgener ist, als in der 
Gleichung selbst. Wenn der Grad der Gleichung hoch ist. 
80 Würden dem Analysten bald Zeit und Kaum fehlen, de]>- 
artige Berechnungen auszuführen. Die Anschannngen yon 
Leibniz und TschimhcMsm^^) ttber diese Art von Fragen 
haben sich nicht reaUsiren lassen. Die Werke von Lagrange, 
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Vmidertywnde und einigen ihrer Nachfolger haben zur Genüg© 
die Greuzeu dieser riitersuchunfi^ kennen gelehrt. 

iJe Gua^^^]s Mitglied der Aka.lcmii' der Wissenschaften in 
Paris, hat die p;iral)()lise]ieu ('ui vcu, wcU lie mehrere wichtige 
Eigeoschaften der Gleichungen so klar niaelien, betrachtet 
und einen bemerkenswerthen Satz über die 2satur der Wurzeln 
gegeben. 

BolW^^) erfand, indem er snecessiv den Grad der Gleichung 
um eine Kinhpit erniedrigte, eine liegel, um die Grenzen der 
Wurzeln zu bestimmen. Obgleich diese Methode unvollkommen 
ist, so führt sie in mehreren Fällen zu der Kenntniss der 
Grenzen, und sie ist nichts anderes als eine sehr einlache 
Anwendung der Differentialrechnung, deren Principieu BoUr 
für wahr anzuerkennen sieh weigerte. Uebrigens hatte dieser 
Versuch keine weitere Folge, weil der Erfinder nisht da« 
Haaptbinderaiss überwinden konnte, welches alle vorauf- 
gegangenen Analysten aufgehalten hatte and darin bestand, 
mit Sicherheit die imaginären Wurzeln zu unterscheiden. Die 
Regel, welche NewUm'^^) in Nachahmung derjenigen Descartes^ 
ersonnen hat, um diese Wnrzeln abzuzählen, ist nicht genügend, 
und der Erfinder erkannte anch ihre UnvoUkommenheit an; 
sie bezeugt nur die Schwierigkeit der Frage. Lagrcmge und 
Warmg^^) gelang es, mittelst der Gleichung, welche die 
kleinste Differenz der Wurzeln der Torgelegten Gleichung aus- 
drttckt, letztere aufzulösen ; aber diese Lösung Ist nur eine 
theoretische, ihre Anwendung wflrde, wenn der Grad der 
Gleichung ein wenig hoch ist, unausführbar sein. 

Einer der hertthmtesten Mathematiker der Akademie der 
Wissenschaften von Paris, Fcmta/ine'^^]^ hatte eine allgemeine 
Methode, die Natur der Gleichungswurzeln zu erkennen, er- 
sonnen. [11. Eine grftndlichere Discussion dieser Methode hat 
die unvermeidliche UnvoUkommenheit, welcher sie unterworfen 
ist, gezeigt. Spätere Untersuchungen haben das Urtheil, 
welches von d'Alemhcrt und Lagi'ange über sie gefällt wurde, 
bestätigt. 

Ich habe die neuesten Untersuchungen über die Auflösung 
der numerischen Gleichungen in früheren Schriften citirt und 
werde anch in diesem Werke Gelegculieit li.i])en, sie anzugeben. 
Was den Gebranch der Kettenbrüche zum Ausdnick der 
Wurzeln betrifft, ist dieser Process kein wesentliches Ele- 
ment der Algebra; er kann durch eine gewisse Alt aiith- 
metisoher Entwicklung ersetzt werden. 
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Ich liabe mich bei der voran fgegaugeiien Aufzähiimg be- 
müht, au den Urspriiner nnd die Fortschritte der Algebra zu 
erinnern und alle Hauptquellen der Grscliichte dieser AVissen- 
schaft anzugeben; dabei habe icli, »o klar wie möglich^ den 
Charakter einer jeden Erfindung gekennzeichnet, 

II. Das \\ <Tk, welches icli pnblicire, liat die l^-fifnng aller 
dieser fundameutuleu Fragen der algebraischen ^Vnaiysis zum 
GegcuBtand. Die zwei ersten Biiclier betrefVoTi die niiTiierische 
Auflösung der Gleicluingen uud sie enthalten eiuc voUätändigQ 
und leichte Auflösung dieses benihmten Problems. 

Der Zweck der zwei folgenden Bücher ist es, die ersten 
Untersuchnngen zu verallgemeinern und auch vermöge einer 
exegetischen Methode derselben Art die Buchstabengleichungen, 
welche eine oder mehrere Unbekannten enthalten, aufzulösen. 

In verschiedenen Schriltoii, welche ieh un Institut de 
France vorgetragen habe, wurden andere FrageB) deren Unter- 
inehong der algebraischen Analjsis mehr Ansdelmiing zu geben 
versprach, behandelt. 

1. In diesen Schriften wurde bewiesen, das» die Anwen- 
dung reenrrenter Reihen nicht anf die Berechnung gewisser 
reeller Wnrzeln beschränkt ist, sondern sich für alle Wurzeln, 
sowohl reelle wie imaginftre, rerwerthen Iftsst nnd im allge^ 
meinen auf jeden Coeffteienten der sosammengesetxten Faotoren 
Jeder Ordnung. 

2. Femer worden die Prineipien der An&lysis der Un- 
gl^chheiten und yersohiedene Anwendungen dieser Materie, 
welche steh ndt d^enigen der Wahisoheintiehk^tsreelunng 
yerblndet, auseinandergesetzt 

[12] Diese Untenraehongen fiber reourrente Reihen und die 
üngleiehheiten gehören auch den algebraischen Theorien an: 
ich habe sie in dieses Werk mit aufgenommen, weil sie daau 
dienen, die hauptsftchliehsten Folgerungen su begrttnden. Ich 
denke, dass dieses Werk dasu beitragen wird, die allgemeinen 
Elemente der Analysis der Gleichungen festnlegen, indem es 
dieser Theorie eine neue, für immer bestftndige Form giebt 

Die Auflösung der numerisehen Gleiohungen ist der Gegen-^ 
stand eines speeiellen Werkes gewesen, welohes Lagrange'^^] 
publicirt hat und das allen Mathematikern bekannt ist Der 
berflhmte Autor hat in diesem Werke hauptslehlieh ün Auge, 
die Methode, welche er in der Sammlung der Mömoires der 
Berliner Akademie aus den Jahren 1767 und 1768 gegeben 
hai, von neuem auseinaudeizudetzeu uud sie dabei zu vervoll- 
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ständigen. Die Jsoten, welche er diesem Werke l)eigefügt hat, 
eulhalu II auch eine sehr seharfsinnitre imd sehr klare Dis- 
cussioii verBchicdeuer anderer al^el)r:iis('her Fragen. Die xMe- 
thode, welche ich befolge, beruht auf gauz anderen Priucipien, 
Das WeseDtlicbe dieser Methode habe ich in ti iihertu Schriften 
(Society Philomatique , Jahrgang 1820, p. 156 nnd 181) ge- 
geben 2"). Ich werde hier die Gesammtheit der Lehrsätze mit 
allen Beweisen und allen nothwendigen Entwicklungen wieder 
Yorb ringen. 

Zunächst ?oH an einige Definitionen nnd an den Inhalt 
mehrerer Fundamüntalsätzc . deren Beweis sich in aHen all- 
gemeinen Werken findi t. erinnert werden. Ich habe die l\t luit- 
niss dieser Elemente voraiisg-esetzt und werde nur den Wortlaut 
anfrlhren, da^K'i will ich den Sinn, welelien ich den allgemei- 
nen Deünitionen und den sehon bekannten Sätien beilege, kenn* 
leichuen. 

III. Wir betrachten eine alg;ebrai6che Gleiehnng folgender 
Form: 

Ä« + o,iC»'^* + Gr,a^-*H |-«m-ia^ + am =0. 

Der Exponent m ist ganzzahlig, die Coeffioienten a^, • • • 
sind gegebene positive oder negative Zahlen. Wir bezeichnen 
die linke Seite dieser Gleichung mit X oder fz. X vst eine 
algebraische und ganxe Function von x\ sie giebt eine Beihe 
elementarer Operationen an, welche man mit der Variahiea x 
ausführen soll; die Form dieser OperatioEen ist ToUkommen 
bekannt, ihre Anzalü ist beschlinkt. 

Wenn eine Zahl «, die Tnan an Stelle vom x in die algebra- 
ische Function fx setzt, Null als Hesnltat ergiebl, so heisst 
diese Zahl a eine "Wurzel der vorgelegten GUelohnng; [13] in 
diesem Fall ist die linke Seite fx dnreh x — a ohne Best 
theilbar. 

Eine Gleichung kann mehrere TersehiedeneWnnefai a, . 
haben, diese Wnizeln entsprechen ebensovielen Faetoren ersten 
Grades x — er, — x — , , die Unke Seite fx ist 
durch jeden dieser Faotoren nnd dnreh ihr Prodnct theUbar. 

Wenn die Ooefficlenten a^J a,, a,, . . . der rorgelegten 
Oieichnng keine Zahlen sind, sondern Bnohstaben a, 6, c . • . 
enthalten, welche ihrerseits bekannte Grössen datsteUen, sodass 
diese Coefficienten ans mner Bnmme ron Foraen wie HaPi^ 
gelttldet werden, so heisst üe Gleiehnng eine Buchstaben^ 
gleichuug: i?, q sind dabtt gegebene numerisehe Bxponenteo, 
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die positiv oder negativ, ganzzahlig oder gebrochen sind, und 
die Coefficienten // sind bekannte Zahlen. Die Auflösung der 
Bnchstabengleichung besteht dnriii, für x ein aus Termeu der 
Form !l'aJ*'b'i' gebildetes Polynom zu finden, welches, an die 
Stelle voit X gesetzt, die linke »Seite der Gleichung auuullirt. 

Seit lange aind Uperatiuiieu, welche dazu dienen, die Quadrat- 
oder Cuhik Wurzel oder die Wurzel irgend eines Grades aus 
einer g^ebtiuen Zahl Ä oder einer Bachätabengcösae A 211 

liehen, bekannt; das Besultat wird dureh das Badical yA 
ansgedrttckt. Da die ersten Erfinder der Algebra die Glei- 

chungen zweiten Qrades durch Anwendung des Radicals y A 
lösten, so hat man sich lange bemüht, algebraische Gleichungen 
jeden Grades dnreh einen analogen Proeess, d. h. allein ver- 
möge Operationen, die nnr Wurzelzeichen enthalten, an&nlösen. 
Betrachtet man die Aoflösnng der Gleiehnngen nnter diesem 
Gtosi^Atspnnkt, so würde sie darin bestehen, einer vorgelegten 
Gleiehnng irgend eines Qrades eine begrenzte AnzaM von Ope- 
rationen snznordnen, die so geartet sind, dass das Besnltat 
der letKten Operation eine der Wnrzeln Ist DabM wirden bei 
den anssnfttfarenden Operationen ausser den elementaren Beeh- 
nungsregeln nnr diejenigen, welehe dureb Wnrzelseielien an- 
gegeben sind, in Frage kommen. [14] Einige Autoren haben 
als allgemeine Auflösung der Gleichungen diejenige bezeiehnet, 
weiche so die Werthe der Wurzeln mittelst einer bescbrlnkten 
Anzahl von Wurzelzeichen ausdrdcken würde; fBr die Glei- 
chungen zweiten Grades ist dies sehr leioht. 

Man hat auch Formeln dieser Art für Gleichungen dritten 
und vierten Grades gefunden; aber man hat erkannt, dass 
diese Transformationen nicht geeignet smd, die numerischen 
oder Buchstabenwerthe der Wnrzeln thatsftchüch zu geben; im 
Gegentheil entfernen sie sieh sehr von dem wahren Ziel, nach 
dem man strebt und welches darin besteht, die Werthe der 
Wurzeln in Zahlen oder in einer Folge von Monomen zu 
kennen. Im Vrrl.iuf dieses Werkes werden wir zeigen, dass 
man diese Werthe leichi (inrch specielle Operationen linden 
kann, welche gleichzeitig auf alle (^oetticienten auszufiiliren 
sind und die nicht eine gewisse Anzald von Wurzelausziehuugeu 
unter einander zu conihiuiren verlangen. Die Formeln, welche 
aus dit'scn Coinliinaii(tnen sich ergeben, lassen nicht die ge- 
sn« iiien Wurzeln »m konuen. Rind Dämlich diese Wurzeln ganze 
oder irrationale /Labien, so bndet mau nicht diese Zahlen, 
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solidem sehr verwickelte Ausdrücke, in denen man niebt die 
Wertiie der Wurzeln erkennen w ürde : mau kaim nur beweisen, 
dass die nnhekannteu Werthe diesen entsvickelten Ausdrucken 
gleicb werden: der gesuchte ^Vl'rth erhält eine hesoinkne Form, 
in der er mehr verborgen ist, als in der Gleichung, die man 
lösen sollte. Jedesmal wenn eine Gleichung irgend welchen 
Grades mehr als zwei reelle Warzelii hat, ist man sieher, das» 
sich alle Warzeln in der Form imaginärer Grössen darbieteOi 
und man muss beweisen, dass sie reell ßind 2*^. Wenn die ge- 
suchte Wurzel ein endliches Polynom, wie — 6* 4* 
so wird der in Wurzelzeichen gegebene Ausdmck nur dann 
die Wurzeln kennen lehren, wenn die Gleichung vom zweiten 
Grade ist. Stellt man sich die Aufgabe, auf diese Art eine 
Gleichung höheren Grades zu lösen, so heisst dies, im voraus 
willklii'lioh gewisse Operationen, nämlich das Ausziehen von 
Quadrat-, Cubik-, vierten Wurzeln, u. s. w. feststellen und da- 
nach fragen, in welcher Reihenfolge man eine begrenzte An- 
zahl dieser Operationen ausfuhren muss, so dass das Besultat 
der letzten Operation alle Wurzeln ergiebt. Dabei setzt man 
das Unbekannte, nftmlich die Natur der Rechnung, welche die 
Wurzeln geben soll, voraus. Die Analoge mit dem zweiten 
Grade ist zu unvollständig, um über die Art der Operationen 
dieses Urtheil a priori zu begründen. [15] Ebenso leicht wäre 
es vorauszusehen, dass eine begrenzte Anzahl von Wurzelaus- 
ziehungen verschiedener Ordnungen nicht zur wirklichen Kennt- 
niss der g:esuchten Werthe tiiliren kann; da eine Wurzelaus- 
ziehung ja nie mehr als zwei verschiedene Werthe in reellen 
Zahlen giebl. so sichi ii;an nicht ein, wie es möglich sein soll, 
durch Ausführung einer begrenzten Zahl dieser Operationen zu 
einer letzten zu kommen, welclie eine ungerade Anzahl ver- 
schiedener Werthe ergeben würde. 

Obgleich diese Bemerkung keinen regelrechten Beweis für 
die Unmöglichkeit der Losung giebt, äo genügt sie doch vor 
der ^'utzlosigkeit eines Suclieu"^ /ii warnen, welches in der 
That eine Ait Wider>|)ruch darbietet; so ist es auch gekommen, 
dass man keinen reellen Ausdruck für die Wurzeln der Glei- 
chung dritten (Jrades, wenn die Gleichung mehr als zwei reelle 
W^urzelu l)esitzt, linden konnte. Hier;ni-i kann man schliessen, 
dass es ebenso für die allgemeine Gleichung vierten und höheren 
Grades sein wird; denn könnte man allgemein für diese Glei- 
chungen mehr als zwei reelle Wurzeln hnden, so würde die 
den Gleichungen dritten Grades anhaftende Schwierigkeit nicht 
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bestehen. Es ist offenbar, da»s, wenn man die Natur der 
Operationen von Anfang üq voraussetzt, nnd eine en(Ili(,he An- 
zahl von ihnen verlangt, man der Untersnehung einen zu spe- 
eiellen Charakter aufdrückt. Wenn die Vollkomnienheit der 
algebraischen Analvsis eiiu> solche Lr>sHTitr forderte, so niüsste 
Ulan darauf verziehten, die Wurzeln der Gieictiuno^en zu kennen, 
und die g;leich von Anfang an so beschränkte Wissenschaft 
^vürde keinen Fortschritt machen können; im Folgenden aber 
werden an ir beweisen, dass der Weg dieser WiBsensohaft aifihierex 
und unvergleichlich einfacher ist. 

In der That wird man erkennen, dass man die Wnrzeia 
durch eine auf ihre Art allgemeine Methode finden kann, 
diese ist keine Combination elementarer Hegeln von Warzel- 
ausziehungen, sondern sie hängt von einer gleiehaeitig anl 
alle Ooeffidenten der vorgelegten Gleichung angewandten Rech- 
nnng ab. Sind die Wurzeln endliche Zahlen, 80 bricht die 
Operation von selbst ab und giebt diese Zahlen. Sind die 
Wurzeln irrational ^ so bestimmt man sie so genau wie ttuai 
will. [16] Wenn die Gleichung eine Buchstabengleiehnng ist, 
deren Wurzeln endliohe Polynome sind, so findet man dim 
Polynome unmittelbar, nnd zwar nieht, wie man es firflher in 
der allgemeinen Arithmetik und in anderen Werken in Vor» 
sehlag gebracht hat, durch eine Reihe unsicherer VerBuohe, 
sondern durch eine regelmässige und leiohte Operation, deren 
Gang immer derselbe ist. Wenn die Wurzeln nicht durch eine 
endliche Anaahl von Termen ausgedruckt werden können, so 
findet man BuoeessiY alle Theile der Wurzeln, d. h. Beihen* 
folgen 7on Monomen, von denen ein jedes, der Reihe nach in 
die linke Seite gesetzt, alle Terme zu Null maoht. Die Lectttre 
unseres Werkes wird bezfiglieh der Wahrheit dieser Resultate 
keinen Zweifel zurfioklassen. 

Sind die unbekannten Grössen durch mehrere Gleichungen 
ausgedrttekt, giebt man z. 6. zwei algebrmsehe Gldehnngen zur 
Beffdmmung tou x und t/, welche in jeder der Gleichungen 
auftreten, so beruht die Auflösung darin, zwei Werthe x und y 
zu finden, welche, zusammen in jede Gleichung gesetzt, die 
linke Seite annulliren. Diese Werthe sollen, je nachdem die 
Gleichungen numerische oder Buchstabengleichungen sind, in 
Zahlen oder in Folgen von Monomen wie Ilaf^f . . . ausge- 
di'ückt werden: es handelt sieh darum, alle möglichen Systeme 
von zwei Werthen y za linden, welche geeignet sind, die 
vorgelegten Gleichungen zu befriedigen. Dieselbe Frage kann 
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auch lür GleiclniTio'eTi , ^velfhe drei oder eine grössere Anzahl 
Unbekannter enthiiiteu. gestellt worden. 

Aus den Eigeu8chafteu der trigonometrischen Functionen 
hat man auch eine Lösung der Gleichungen der ersten Grade 
hergeleitet; diese ist klarer und nützlicher als diejenige, welche 
von der Combination von Wurzelzeichen abhängt; den Ursprung 
dieses Proeesses findet man in den Werken Kieto's^^). Auf 
diesem Wege aber gelangt man nicht zn einer allgemeinen 
LOsnng der Qleichnngen. 

XV. In den zwei ersten Büchern behandeln wir Gleichungen 
mit einer Unbekannten ^ deren Coeffidenten gegebene Zahlen 
sind. 

Die unbekannten Zahlen ^) • • «i ▼on denen eine jede 
die Eigenschaft hat, die linke Seite der Gleichung X^O xo, 
annnUiren, heissen reelle Wurzeln der Gleichung. Die Anzahl 
der reellen Wurzeln kann nicht grösser als der Grad m der 
Gleichung, wohl aber [17] kleiner sein; wenn dies letztere ein- 
tritt, so nennt man diese fehlenden Wurzeln imaginAr'<>), 
so dass die Gesammtzahl der reellen und imaginären Wnraehi 
einer Gleichung vom Grade m immer gleich m ist 

Es giebt Gleichungen, welche keine einzige reelle Wurzel 
haben, weil keine Zahl a existirt, die die linke Seite X, wenn 
man x durch a ersetzt, zu Null werden lässt oder, was das ' 
Gleiche ist, weil die Gleichung nicht durch x — a theilbar wird. 
Welches aber auch ininier die Coeflieienten a^, a^^ a^, . . . a,„ 
der algebraischen Function fx sind, so kanii man stets zwei 
positive oder negative Zahlen fi und r fiudeu, so dass die 
Function fx durch den Factor zweiten Grades + fix + v 
ohne Rest theilbar ist. 

Diesen fundamentalen Satz hat man schon lange bemerkt 
und dann auch bewiesen. Die Function kann also immer 
gleich dem ^roduct {x^ u ir -\- v) . Fx betraelit^t werden; 
hier )>ezeichnet Fx eine andere algebraische Function. 

Hat di»* (neichung zweiten Grades x^ ux v = 0 zwei 
reelle Wurzeln cc imd so dass der Factor x'-\'irx-{-v 
gleich dem Froduct {x — a) {x — wird, so sind die Zahlen 
a und ß auch reelle Wurzeln der vorgelegten Gleichung X = 0. 
Es kann auch eintreten, dass es keine Zahl giebt, welche 
den Factor zweiten Grades + fix-^- v zn ^^ull macht: 
dieser Fall ist der der imaginären Wurzeln. 

Man betrachtet diese imaginären Wurzeln der CTleiehuig 
x'^ + fix + v^ 0 als der Gleichung iC s= 0 angehörig. So 
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ist der -Ausdruck für die imatriuäreu Wurzeln einer al^re- 
br.iischen (Ueichung nichts anderes als ein durch Convention ein- 
geführtes Zeichen bei einem Factor zweiten Grades -\- fi x-\- )% 
welcher die linke Seite dieser Gleichung theilt und welcher 
dmeh keine an die Stelle von x gesetzte Zahl annuUirt werden 
kann. Diese Erklärung der imaglnftren Wurzeln und die Be- 
seichniuigeB, welche sie ausdrücken, wurden in einer Zeit, in 
der man noch keine vollständige Kenntniss von der Natur 
der Gl^chungen erworben hatte, eingefOhrt Es ist sioher, 
dass man sie durch klarere Ausdrücke ersetzen könnte; aber 
es kfttte keinen Yortheil, hente die gebränehüchen Bezeich* 
nnngen zu ändern: es ist nur nöthig^ genan ihren wahren 
Binn zu kennen. 

[18] V. Die variable Grösse a:, welche in der algebraischen 
Fnnction fx auftritt, kann man als Absoisse, und den nnme- 
risehen Werth der Function als entsprechende Ordinate y be- 
trachten. Setzt man rorans, dass x alle positiven nnd nega- 
tiven Werthe annimmt, und bestimmt man die Form der Onrve, 
80 kennt man die Hatnr der Function fxy die Schnit^nnkte 
der Cnrve nnd der Axe entsprechen den reellen Wurzeln. 
Setzt man die Werthe von x in die Fnnction fx^ um die 
Form der Onrve zu bestimmen, so mnss man x snccessiv alle 
seine WerÜie beilegen; dies ist nicht ansfOhrbar; aber wir 
beweisen im Folgenden, dass man diese Form ToUstandig 
durch eine sehr begrenzte Anzahl von Substitutionen bestimmen 
kann. Hierzu betrachtet man mcht nur die gegebene Fnnction 
fxj sondern auch alle diejenigen, welche ans ihr durch wieder- 
holte Differentiation folgen. 

Wir seteen hier voraus, dass dem Leser die Prin^ien 
und der Gebrauch der Differentialrechnung bekannt sind. Man 
kann die Theorie der Gleichungen nicht vervollständigen, ohne 
sich auf diese Principien zu berufen; die vollständige Lösung 
der numerischen Gleichungen muss als eine der wichtigsten 
Anwendungen der DifVerentialrechnnng betrachtet werden. 
Uebrigens geben wir in dieser Einleitung ausdrüeklieli die 
Sätze, welclie von der Inliuiir.'^iuialaualyäiji abhängen, und die 
wir im Laufe unserer Untersuchungen anwenden, an. Diese 
Sätze sind in allen allgemeinen Werken bewiesen; die Processe 
dieser Rechnungen sind, wie man bemerken muss, sehr einfach, 
und die Wahrheit ist, wenn man sie auf die algebraisclien 
Functionen, welche die linken Seiten der Gleiehnngen bilden, 
anwendet, sozusagen otien kundig, in diesem Werke wenden 
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wir allgemein die Benennnngen und Bezeichnungen an, welebe 
durehgehends angenommen sind und fast sttmmtlich von den 
Erfindern vorgeschlagen wnrden. So behalten wir das be- 
kannte Zeichen einer unendlich kleinen GrOsse, d. h. einer 
yerftnderlichen Grösse, von der man eine unendliche Ansahl 
von Werthen betrachtet und welche kleiner als jede gegebene 
Grösse wird, bei. Wir bezeichnen auch mit ^ eine unendlich 
grosse Grösse, d. h. eine Grösse, welche keinen wirklichen 
bestimmten Weitk hat, sondern variabel ist und uubesi lirnikt 
wächst, sodass sie grösser als jede gegebene Grösse wird. 

[19] Es seien fx^ w f^i j [-i 7 -t^j-, etc. algebraische, 

CLX d'J.' CiX 

mit /o;, fx^ f'x^ etc. bezeichnete Functionen ; jede derselben 
wird aus der voraufgegangenen abgeleitet, indem man das 
Differential bezflglich x nimmt und durch dx dividirt; in diese 
Aufeinanderfolge von Functionen setzt man gewisse Zahlen 
ein; die Vergleiehung der Resultate führt, wie wir bald be- 
weisen werden, zur Kenntniss der Wurzeln der Gleichung 
fx^O und zu der der Curven, deren Gleichungen y = fXj 
y ^ f x^ y = f'xy 7j = etc. sind. Um die Wurzeln 
der vorgelegten Gleichung zu finden, würde es nicht genügen, 
gewisse Zahlen in die Function fx zu setzen; vielmehr ist es 
nöthig, auch in den von ihr abgeleiteten Functionen fx, fx, 
f*'x^ etc. diese Substitutionen zu machen. 

Setzt mau in einer gegebenen Function an die Stelle von 
x eine Zahl so kennt man den entsprechenden Functions- 
Werth, welcher durch die Ordinate dargestellt wird; setzt man 

dfx 

dieselbe Zahl a auch in die Function oder fx, so be- 

dx ' 

stimmt man einen anderen Charakter derselben Function fx\ 
hieraus erkennt man, ob diese Function, wenn der Werth a 
der Abscisse zunimmt, selbst zu- oder abnimmt, und man ge- 
winnt das genaue Maass der virtuellen Zu- oder Abnahme. 
Dieses Maass ist der entsprechende Werth von fa oder der 
Flnxion erster Ordnung; in der Figur wird es durch die trigo* 
nometrische Function tangens des Winkels, welchen das Bogen- 
element nut einer zur Abscissenaxe parallelen Geraden bildet, 
dargestelii 

Auf dieselbe Art erkennt man, ob, wenn der Werth a von 

X zunimmt, die erste Fluxion zu- oder abnimmt, und diese 
Neigung zum Zu-^ oder Abnehmen ist auch eine messbai'e 
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Grösse: man bestimmt sie, indem man dieselbe Zahl a in die 
sweite Flnxion f"x setil. Ebenso yerhüt eg lioli mit den 
Flnzionen jeder Ordnnng. 

d 

Die Grösse j-f^c oder f» ist eigentiieh die Grense des 

d X 

Verhältnisses der Ziinahrae der Function za der entsprecheDden 
Zunahme der Vuriablen und die Eigen thttmlichkeiteu der Curven 
machen alle Folgen dieser Art sehr bemerkbar. 

[20j Der Werth der Function ^ oder /'x wird, wenn 

in dem Cairenponkte^ dessen Absdsse x ist, die Tangente 
der Absdssenaxe parallel ist, Noll. Hat diese Fnnetlon far 
einen positiven Werth, so vftohst Mt wachsender Abscisse die 
Ordinate y oder fx: die Cnrre steigt an. Wenn aber fx 
einen negaÜTen Werth hat, so nimmt bei wachsendem x die 
Ordinale ab: der Gnrvensweig ist absteigend. 

Das Vorzeichen des Werthes der Floxion zweiter Ordnung 

ff 

^ oder fx Issst erkennen, ob die Cnnre in dem Punkte, 

dessen Abscisse x ist, coneaT oder convex ist. Hat diese 
Function f"x einen positiven Werth, so ist die Curve concav: 
sie kehrt ihre convexe Seite dem unteren Theil der Fl&che 
ta. Hat f"x einen negativen Werth, so ist die Curve convex: 
sie kehrt ihre convexe Seite dem oberen Theil der Flache 
sn. Ist der Werth der Flnxion zweiter Ordnung f"x üüuli, 
so hat die Curve in dem Pnnkte, dessen Abscisse x ist, eine 
Indexion. Dieser Inflexionspnnkt kann in besonderen FftUen 
nicht sichtbar sein: allgemein trennt er swei Bj^gen, von 
denen der eine convex, der andere concav ist. Alle diese 
Angaben lassen sieh sehr leicht beweisen. 

VI. Der Begriff der Grenzen war eiuej» der hiiuptsiieh- 
lichsten Elemente der griechischen Geometrie; zuerst lindet 
man ihn in der Lehre von den Incommeusnrableü'^') . und 
besonders in dem Theorem, welches dazu dient, die Vohmiina 
zweier Tetraeder, weicht^ «'hie sremfMnsame Basis und ^it*iche 
Höhen habeu, zu vergleichen in der That kann man nicht, 
wie die^ für die früher bekannten Tlieoreme der Fall war. 
die <Ueichheit dieser zwei Volumiua durch das wirkliche Auf- 
eiiuiml^^rlegen der Theile beweisen: soiidmi man nsus-^ hier 
eine unendliche Anzahl von TheUeu betrachten '^}. Die ^eaeren 

Oitmld*! KlMsikMr. m 2 
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haben dann auf diesen Begriff der Grenzen ihre Analyse an- 
gewandt; diea ist der ürspmng der Infinitesimalreehnnng. 

Die Differentialgleichnng drQckt eine Beaiehnng swisehen 
den Fnnetionen einer oder mehrerer Variablen nnd den in 

Bezug auf gewisse dieser Variablen genommenen Fluxionen 
verschiedener Ordnung aus. [21] Diese Beziehungen gehören, 
wie man erkannt hat, nicht allein der abstracten Wissenschaft 
der Kechnuüg an: sie bestehen auch in den Eigenschafteu der 
Curven und OV)erflächen, bei der Bewegnno; der festen und 
flttssigen Körper, bei der VertheUung der Wärme und bei den 
meisten Naturerscheinungen. Die allgemeinsten Gesetze der 
physischen Welt werden durch Differentialgleichungen aus- 
gediüekt. 

VII. Die linke Seite einer algebraischen Oleichnng, deren 
Grad eine gerade Zahl ist, kann stets iu eine gewisse An- 
zahl Factoren zweiten Grades der Form -\- fi x -\- v ^ wobei 
// und r positive oder negativ*' Zahlen sind, zerlegt werden. 
Ist der Grad /// ungerade, so enthält die Gleichung ausserdem 
einen reellen Factor ersten Grades x — (/. Von jeder Gleichung 
mten Grades nimmt man auch an, sie sei im Besitz von ;// 
reellen oder imaginären Wurzeln: eigentlich fehlen diese letz- 
tercu Wurzeln der Qleichnng. 

Die Coeffieienten a^, a^, . . . «j^ können so sein, dass, 
wenn mau die Curve, deren Gleichung y z=^ fx ist, constniirt, 
die Anzahl der Schnittpunkte der Cnnre mit der Abscissenaxe 
gleich m wird. Wenn man aber die W'crthe dieser Coeffi- 
cienten verändert, so kann es vorkommen, dass gewisse Schnitt- 
punkte verachwinden; sie fehlen in gerader Zahl. Anch die 
Form der Curve kann sich ftndern und dieselbe kann mehrere 
ihrer Krümmungen verlieren. Dieser Mangel an Schnitt- 
punkten oder an Erflmmnngen verursacht die imaginären 
Wurzeln. Man muss bemerken und im Folgenden werden wir 
es auch ausdrttcklich beweisen, dass diese fehlenden oder 
imaginären Wurzeln auch nicht durch die Form der Ourve, 
deren Qleichnng y = fx ist^ angezeigt werden kdnnen. Oft 
kommt es vor, dass die Schnittpunkte zunächst in einer der 
abgeleiteten Curven, welche ?y = f'x^ y = f'x^ y = /"'V, 
u. s. w. zur Gleichung haben, verschwinden. Wir werden 
zeigen, dass man leiclit die Intervalle, in denen diese Schnitt- 
punkte fehlen, bestimmen kann. 

VIII. Wenn die linke Seite der Gleichung mehrere reelle 
Factoren ersten Grades wie x — a, x — ^>', x — u. s. w. 
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enthält, so können 2 oder 3 oder eine grössere Anzahl dieser 
Factoren gleich sein: das ist der Fall der gleichen iWurseln. 
[23] Nimmt man an, dass die linke Seite durch (x — a}^, 
{x — ßY ü. s. w, theilbar ist, so hat die Gleichnog zwei 
Wurzeln, welche gleich a, oder drei Wurzeln, welche gleich ^ 
sind, trotzdem es nur wirklich eine einzige dieser Zahlen giebt, 
welche die Eigenschaft hat, die linke Seite zu Null zu machen. 
Die Oonstmction wttrde das Zasammenfallen dieacr Wurzeln 
klar nmhen. 

Diesen Fall der gklchen Wnrzdn kann man leicht nnter- 
aeheiden und auftöaen; man braucht nur die Functionen fx, 
f'x, f'x^ u. s. w. zu yefgleichen, um su erkennen» ob es einen 
oder mehrere Factoren giebt, die fx und fx^ oder fx^ f x, 
f'x^ u. s. w. gemeinsam sind. In dem besonderen Fall, dass 
eine solche Bedingung statt bat, muss man den gemeinsamen 
Factor, den man gefunden hat und der eine algebraische 
Function Fon x ist, besonders betaditen; man muss nur diese 
Function in ihre einfachen Factoren zerlegen. 

Es genügt uns hier, diese Theoreme ttber die Eigen* 
Schäften der gleichen Wurzeln auszusprechen. Ilu* Beweis ist 
bekannt, und besonders ist er eine evidente Folge der Diffe- 
rentiationen. 

IX. Wir werden besonders von dem Satz, welcher die 
successive Entwieklung einer alge])raischen Function des Biüomes 
x-^-b giebt, Gebranch machen; aber man muss zu diesem 
Theorem den Ausdruck des Restes beifügen, welcher die 
Reihe, wenn man sie bei irgend einem Gliede abbricht, ver- 
volistäudigt. Der Inhalt dieses Batzes ist zwar nicht so be- 
kannt wie die voraufgegangeoen, aber für eine exacte Behand- 
lung der Gleichungen ist er völlig nothwendig: die aufeinander- 
folgende Entwicklung der Function f [xt-^b] wird durch die 
folgenden Gleichungen ausgedrückt: 

• + 6) = + 6/*' (» • • * « + 6) , 

U. 8. W. 

2» 
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Die mit der Chavakteristik /' bezeichnete Function ist alge* 
braisch vorausgesetzt und zwar von derselben Natur wie 
die im Artikel (lUJ bebimdelte Function fxy deren Werth 
flc"* a,af"*~*+ • • • + lautet; b drttckt eine bestunmte 
der Variablen % zngefilgte Zahl ans. Die mit • • • -f- 6; 
bezeichnete Ordsse drflckt eine gewisse unbekannte, swiaehen 
z nnd 26 + 6 gelegene Zahl ans; [23 man rnnss besonders 
bemerken, dass diese Zahl in den aufeinanderfolgenden Glei- 
chungen nicht denselben Werth hat; nur ist sie immer zwischen 
X und %-\-h gelegen. Der vollstlndige Werth der Function 
f + ^d so gebildet: 1. aus einer gewissen Anzahl von 
Gliedern, nftmlich «inem einzigen ftJr ^e erste, aus zweien 
fHr die zweite, aus dreien fHr die dritte Gleichung, u. 8. w., 
zu denen 2. noch ein letzter Term. welcher die Keihe vervoll- 
ständigt, kommt; dieser enthält eine Function f[in) einer ge- 
wissen Grösse; ni ist dabei die Zahl der Glieder der Ent- 
w i( klung; die Grösse, welche in dieser Function f[m) als 
\ aiiable auftritt, ist nicht bekannt; für den Gebrauch, welchen 
wir von diesem Satz machen wollen, ist dies auch nicht nöthig:: 
al)er das steht fest, dass diese unbekannte Gross»' grösser als 
X und kleiner als : h ist. Derselbe Satz erstreckt sich auf 
alle Functionen, aber liier wird er nur auf die algebraisfli» n 
angewandt. Den T'rsprung dieses h 11^' meinen Satzes ündet 
man in den Sriiritteu Joharni Bernoulii B'^^]: La(fraiige'^^] ver- 
dankt man die wichtige Bemerkung", welche den exaeten Aus- 
druck für den Rest der Keihe ergiebt. 

X. Es sei y eine algebraische Function fx\ wir nehmen 
an, dass x einen bestimmten Werth empfangen hat und man 
diesen Werth um eine unendlich kleine Grösse dx^ d. h. um 
eine veränderliche Grösse, die immerfort abnimmt und Null 
zur Grenze hat, vermehrt. Der Zuwachs dy der Function ist 
selbst variabel, ebenso das Verhültniss dieses Zuwachses dy 
zu dem Zuwachs dx. Bezeichnet man diese variable Grösse 
dxj um welche x vermehrt wurde, mit /», so hat das Yer- 

f'x + h) — fx 

hältniss, um weiches es sich handelt, — — oder 

{ h 

/ -c -\- ^hf'[z * " x-^- h) zum Ausdruck. Diese letztere Grösse, 

welche mit unendlich klein werdendem h variirt, hat offenbar 
f'x zur Grenze: dies drficken die 3lathematiker aus, indem 

sie = f'x oder dy ^ dxf'x sehreiben. Denselben Öata 
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drückt man auch ans, indem man sagt, dass f'x das äusserste 
Verhältniss der Zuwächse dy und dx ist oder dass der Werth 
von f(x-\' dx) gleich fx -f- dxf'x wird. 

Es kann auch sein, dass der hestimmte Werth von x 
derartig ist^ dass f'x Null wird. In diesem Fall findet man 
den Zuwachs der Fanetion durch die Gleichung: 

[24] f(x +h) = fx+h fx + 2' rx + 3 r " • ' • M^) ; 

da der Term lif x Null wird, so hat man: 

die Grenze der rechten Seite ist affenbar -g/^'^* Dies drftckt 
man dnrch die Gleichnng: 

f{x -^dx) =^ fx + — dx-f"x 

aus. Das äusserste Verhältuiss des Zuwachses y zu dem 
Qnadrate des Zuwachses von x ist in diesem Falle eine end- 
liche Grösse, die gleich ^j'^'x ist. Dieselben Folgerungen 

können anf den Fall angewandt werden, wo die Substitution 
des dem x beigelegten Werthes mehrere aufeinanderfolgende 
Functionen zum Verschwinden bringen würde. 

Nachdem ich an diese Principien erinnert habe, soll eine 
der hauptsfiehlichsten Fragen aus der Gleichungstheorie, näm- 
lich diejeulge, welche die Bestimmung der Grenzen für alle 
Wurzeln zum Gegenstand hat, behandelt werden. 



Digitized by Google 



cAn> «A^ <iA* cAj cAj cAj cAj «A^ tAj 4A» cA^ 



25] Synoptische Aasemandersetsnng der in diesem Werke 

bewiesenen Besnltate. 

I. Daa erste Bucli behandelt eine allgemeine Methode, 
welche zwei Grenzen fttr jede reelle Wurzel zn finden und die 
imaginären Wurzein zu unterscheiden lelirt. Um die algebra- 
ische Gleichung mten Grades: 

JC= a^aj'^ + o,«'»-' -i-aj»a;^""'H 

bei weicher die CoefficieDten a, , a^, a^, u. s. w. bekannte 
Zahlen sind, zu lösen, ))etrachtet man sogleich alle Functionen, 
welche aus der linken Seite -.Y durch successive Differentia- 
tionen abgeleitet sind. Wir bezeichnen diese Functionen, 
welche wir in umgekehrter Anordnung schreiben, wie folgt: 

Xim)^ .Y('^-*), . . . A"", A'", A', A. 

Ertfaeilt man der Variablen x einen vorgegebenen Werth er, 

weicher successiv von a s= — i bis a = i wächst, und 

schreibt das Vorzeichen des Resuluites jeder Sui)stitution hin, 
so bildet man eine Reihe von Vorzeichen, welche der einge- 
setzten Zahl c( entsprechen. In dieser Vorzeichenreihe, welche 
wir mit f«) bezeichnen, beachte man, wie vielmal es vorkommt, 
dass Kihwm Vorzeichen ein gleiches und wie vielmal einem Vor- 
zeichen ein verschiedenes Vorzeiclien folgt, diese letztere Auf- 
einaudertolgc von Vorzeichen nennt man Vorzei chenweciisel, 
und zähle , wie viele Male die Reihe («) Zeichenwechsel ent- 
hält. ^^26] Lässt man mm die Zaiil << allmählich unmerklich 
wa<'hseu , so behält die Vorzeichenreihe (a) nicht immer die 
Anzahl der Vorzeichenwechsel, welche sie ursprünglich hatte 
und die wir mit j bezeichnen, bei; sie war zuerst gleich 
sie wird zuletzt Null. Man beweist, dass sie nur in dem 
Maasse, wie a zunimmt, abnehmen kann. 

Die Anzahl j der Vorzeichenwechsel der Reihe (a) ändert 
sich nur, wenn es sich ereignet, dass die eingesetzte Zahl a 
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eine der abgeleiteten Functiuneii zum Verschwinden bringt; 
in diesem Falle kann es eintreten, dass die Anziiiil der Vor- 
zeichen Wechsel, welche einem unendlich wenig ^össeren Werthe 
ala a entspricht, von der Anzahl der Vorzeiehenwechsel, welche 
einem unendlich wenig kleineren Werthe ala a entspricht, ver- 
schieden iat. Bei diesem Durchgang von einem ersten Werthe 
des a za einem unendlich wenig verschiedenen zweiten Werthe 
ist es möglich, dass die lleihe der Vorzeichen eine gewisse 
Aiizahf von \ orzeichenwechseln verliert. Es ist auch möglich, 
dass die Anzahl der Vorzeichenwechsel, welch« dem ersten 
Werthe des a entspricht, dieselbe wie die Anzahl der Vor- 
zeichenwechsel, welche dem zweiten Werthe des (f entspricht, 
bleibt. Wir betrachten nicht das, was eintritt, wenn die lieihe 
alle Vorzeiehenwechsel, welche sie ursprünglicJi hatte, beibehält, 
sondern nur das, was statt hat, wenn die Reihe eine gewisse 
Anzahl von Vorzeichenweehseln verliert. Hier bieten sich nnn 
zwei total verschiedene Fälle dar: der erste, wenn in der 
Reihe (a), die eine gewisse Anzahl ihrer Vorzeiehenwechsel 
verliert, die letzte Function Null wird; der zweite, wenn 
die Reihe (a) einige ihrer Vorzeichenwechsel verliert, ohne 
dass die letzte Function X Null wird* Der erste Fall bezieht 
sich anf die Anzahl der reellen, der zweite auf die Anzahl der 
imaginären Wurzeln. Die Gleichung = 0 hat ebensoviele 
reelle Wurzeln, wie die Reihe Vorzeichenwechsel verliert, wenn 
A Null wird, und diese Gleichung hat ebensoviele imaginftre 
Wurzeln, als die Vorzeichenreihe Wechsel verliert, ohne dass 
X Null wird. Dieses Theorem ist ^gemein gültig nnd keiner 
Ausnahme unterworfen; wir geben sofort die zwei Haupt- 
anwendangen, die es liefert, an: 

1. £s ist ieioht zu erkennen, wieviel Wurzeln man in einem 
gegebenen IntervaU suehen mnss. Will man wissen, wie yiele 
Wurzeln die Qleiebnng X = 0 zwlsehen zwei mit a nnd b be- 
zeichneten Grenzen haben kann, so sabstitnire man die kleinere 
Qrenze a in die Tollständige Reihe von Fnnetlonen, nnd setze 
ebenso die grössere Grenze b in dieselbe Hdhe ein, damit 
nian die Anzahl der Vorzeiehenwechsel der Reihe (aj mit der 
Anzahl der Yorzelchenweclisel der Reihe [6j vergleichen kann. 
[27] Sind diese zwei Zahlen von Vorzeichenweehseln gleich, 
so kann die vorgelegte Gleichung X =s 0 sicher keine Wnrzel 
zwischen a nnd b besitzen ; es ist unmöglich, dass irgend eine 
Zahl, die grösser als a und kleiner als d ist, X annnllire. 

(A.j Oberschreitet die Anzahl, der Vorzeidieuwechsel der 
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Beihe (a) diejenige der Vorzeicheiiwechsel der Reihe [b] und 
ist die Differenz £, so mnas man swiaclien a und b eine An- 
zahl i von Wnizeln soohen. Es ist uomfiglieh, dnss in diesem 
Intervall eine Ansahl Ton Wurzeln, die grösser als t bt, fiege; 
es kann aber auch weniger geben; diejenigen, welche fsbleiiy 
nnd in gerader Zahl Torhanden. 

Die von Deaeartes gegebene Regel, welche die Anzahl der 
positiven oder die Anzahl der negativen Wnneln, die eine 
Gleichung besitzen kann, angiebt, ist ein Gorollar an cTett vor- 
aufgehenden Theorem (A) ; es genügt, 0 und 1/0 als Oreneen 
a und h ftlr die Wurzeln, um die es sich handelt, zu nehmen. 
Wenn zwei der Wurzeln, von denen das aligemeine Theorem 
(A^ anzeigt, duäs aie zwischen zwei gegebenen Grenzen g-e- 
sucht werden sollen, in diesem Intervalle nielit existiren, so 
gehen sie in der vorgelegten Gleichung X=0 verloren^*''), 
d. h. sie entspreclien zwei imaginären Wurzeln dieser Gleichung. 
Tritt auch für ein anderes, von a und h verschiedenes Inter- 
vall n' und h' ein, dass zwei der Wiu/elu, von welchen das 
The(»ieni anzeigt, dass sie zwiBchen a und />' gesucht werden 
sollen, sich nicht iu diesem Intervall befinden, so ^elien auch 
diese zwei Wurzeln in der Oleirhnng JV = 0 verioreu; sie 
entsprechen zwei anderen imaginären Wurzeln der Gleichung 
A" = 0. Allgemein sind die imaginären Wurzeln der Gleicbruig 
A' = 0 diejenigen, welche in gewissen Intervallen, wo das 
Theorem ankflndigt, dass sie gesucht werden sollen, verloren 
gehen. Wir sagten, dass die vorgelegte Gleichung X = 0 in 
einem Intervall keine Wurzel haben kann, falls die Substitution 
der zwei Grenzen a und b fttr die zwei Vorzeichenreihen [a] 
und (b) dieselbe Anzahl von Vorzeichenwechseln ergiebt. Hier- 
aus folgt, dass eine Auflösungsmethode, welche nicht die Inter- 
valle, in denen die Wurzeln gesucht werden mtlssen, nngiebt, 
sehr mangelhaft ist; [88] denn die Intervalle, in denen ^e 
Existenz von Wurzeln unm(iglich ist, sind weit ausgedehnter, 
als die Intervalle, in denen sich die Wurzeln finden können. 
Aus diesem Grunde soll man nicht von derjenigen Metimde 
Gebrauch machen, welche darin besteht, der Belhe nach Zahlen 

2J, SJ^ 4//, u. s. w., deren Differenz kleiner als die 
kleinste Differenz zwischen zwei Wurzeln ist, einzusetzen^^); 
denn man kann so Aber sehr grosse Intervalle, in denen man 
Wurzeln sucht, opeiiren, obgleich es von vornherein klar zu 
erkennen ist, dass es dort keine geben kann. Man darf m 
Aufeuchung der Wurzeln nur die roässigen Intervalie, in denen 
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das Theorem (A) anzeigt , daas es dort Wurzeln geben kann, 

verwerthen. 

II. Zerleg man, um die zwischen zwei gegebenen Zahlen 
a und h gelegenen Wurzeln der vorgelegten Gleichung zu 
finden j diesüs Intervall in Theile und substituirt zwischenlie- 
gende Zahlen, so wird man die Intervalle, in denen man die 
Wurzeln suchen muss, vermindern können; aber durch diese 
Bubstitutionen allein wflrde es nicht gelingen, die Natur der 
Wurzeln mit Sicherheit zn erkennen. Mit dem voraufgehenden 
Theorem (A) ist noch eine zweite Regel zu verbinden; sie lüest 
mit Sicherheit erkennen, ob die Wurzeln, welche man in einem 
ipegebenen Intervall sucht, reell sind oder ob sie durch eine 
gleiebe Aneahl imnginirer WnneUi der Gleidmng ^ = 0 er- 
setzt werden. 

Gehen die awei Wuneln^ welche nach dem Theorem (A) 
swisehen iwel gegebenen Grenzen geeneht werden sollen, in 
diesem InterFall Yerioxeoi so kommt dies daher^ dass, wenn 
man eine gewisse, zwischen diesen zwei Grenzen gelegene Zahl 
a svgleich in drei anfdnanderfolgende, abgeleitete Fonelionen 
eiasetet, dieselbe die mittlere Function annnllirt nnd fOr die 
swei anderen Fnnetionen Resultate von demselben Vorzeichen 
ergiebt. Dies ist der allgemeine Charakter der imaginären 
Wnneln, dass die Yoraeichemreihe in diesem Falle zwei Yor^ 
■mchenweehsel yexUert Yersehwindet die zwisohenliegonde 
Fnnetion, so ist diese Zahl a ^ kritischer Werth ^^)^ wel- 
cher einem Paare imaginftrer Wurzeln entspricht. 

Beaeichaet man die drei anfdnanderfolgenden Fnnetionen, 
nm die es sich handelt, mit f^^-^'Hx), f^''){x], /<«-*>(a;), »o 
ezistirt in diesem Fidle ein gewisser, zwischen a nnd b ge- 
legener Werth a, dessen Substitution Z*^") (x) annnllirt tmd fttr 

zwei Resultate, die gleiche Vorzeichen 

haben, ergiebt. 

[29] Sobald das Theorem angiebt, dass man zwischen den 
Grenzen a und b zwei Wurzeln suchen muss, bleibt die Natur 
dieser Wurzeln unsicher; sie können alle beide reell oder alle 
beide imaginär sein. Zur Lösung dieser Zweideutigkeit, welche 
nicht nur als eine der hauptsächlichsten, sondern auch als eine 
der schwierigsten Fragen der algcl)raischeu Analysis angesehen 
werden mnss, muss man nicht auf die Berechnung einer Glei- 
chung, deren Wurzeln die klt instc iiP*^^liche Differenz zweier 
aufeinandeii'oL'-tiuipr ktimeu lehren, zurückgehen; 

denn diese Berechnung iät nur tür Gleichungen wenig hohen 
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Grades praktisch: selbst wenn man den Proccss, der ein sol- 
ches Resultat ergiebt, vervollkoiimtneu wiiidc, wurde die zn 
grosse Anzahl von Substitntionen eine allzu cumplicirte Rech- 
nung ei'fordern. Wir werden die Regel, welche in diesem 
Falle die Natnr der Wurzeln zu vi ii tri scheiden gestattet, au- 
geben: verbindet man sie mit dem l heorem (A), so vervoll- 
ständiget sie die Methode der Auflösung; bevor wir aber dicbc 
Kegel mitthi lliMi. wollen wir gewisse allgemeine Folgerungen 
aus den vorauigekeuden Sätzen angeben. 

Man sieht, dass es von a; = — bis « = + ^ drei Arten 

von Intervallen giebt. Die einen von nnendiicher Grösse sind 
derartig, dass es ganz nnndthig sein würde, dort Wurzeln der 
Qleichnng X =i 0 zn snehen; man erkennt nnmittelbar, dasa 
es dort keine geben kann. Die zwei anderen Arten sind: 
1. diejenigen, in denen sieh thatsftchlieh reelle Wurzeln be- 
finden; 2. diejenigen, in denen die Wurzeln verloren gehen. 
Diese fehlenden Wurzeln entsprechen den imaginären Wurzeln. 
Ffir jedes Paar imaginärer Wurzeln existirl ein reeller Werth 
der Variablen sodass, wenn x gleich diesem Werthe wird, 
die Vorzeichenreihe sogleich zwei Yorzeichenwechsel verliert, 
ohne dass X Null wird. Die Anzahl der Paare imaginärer 
Wurzeln ist nothwendig gleich der Anzahl dieser kritischen 
Werthe. Aus diesem allgemeinen Satz schliesst man den von 
de Gua de Malves'^^)^ welcher die bei algebraischen Gleichungen 
mit lauter reellen Wurzeln eintretenden Bedingungen ausdrückt. 

Wir haben oben bemerkt, dass der Charakter der kritischen 
Werthe darin besteht, eine zwischenliegende abgeleitete Func- 
tion zu anuulliren und dabei der voraufgehendeu und folgenden 
Function dasselbe Vorzeichen zu geben. [30] Diese Bedingung 
ist nicht nur auf die nrsprtlngliche Function A' anwendbar. 
Tritt sie für eine der abgeleiteten Functionen irgend welcher 
Ordnung A'C^O ein, d. h. ergiebt der reelle Wertli von x, welcher 
diese Function annullirt, für die voraufgehende Function 

V(«-»-0 niij die folgende, nämlich A^**"'), zwei Resultate des- 
selben Vorzeichens, so kündigt diese Eigenschaft, zwei imaginäre 
Wurzeln der Gleichung A'v'*"') = 0, deren linke Seite eine 
zwischenliegende Function ist, an. Man schliesst mit Sicherheit, 
dass die ursprüngliche Gleichung A' = 0 auch in demselben 
Intervalle a bis b zwei Wurzeln verliert. Aus dieser Bemer^ 
kung erkennt man, dass die imaginären Wurzeln der Gleichung 
Xs= 0 nicht sämmtlich von derselben Gattung sind; die einen 
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gelieu in der ursprünglichen Gleichung, die aiuleren in den 
abgeleiteten Gleichungen, M^elchc aus ihr durch Diiiereiitiation 
folgen, verloreu. Im übrigen ist die Form aller die'^or Wur- 
zeln, welcher Gattung sie auch seien, immer diejenige des Bi- 
noms a -i-ßV — 1, d. h. zwei dieser conjogirten Wurzeln ent- 
sprechen einem Factor zweiten Grades, dessen zwei Ooefficienten 
reell sind. 

Die ima^ären Wurzeln, Welche in der ursprünglichen 
Gleichnng X» 0 verloren gehen, sind durch die Figur der 
Carve, deren Qleichung y = X ist, angezeigt; jedes Paar ima- 
ginttrer Wurzeln entspricht einer Ordinate, deren Werth, ab- 
gesehen Yom Vorzeichen, ein Minimum ist. Mit den ima^nftren 
Wurzeln, welche in den abgeleiteten Gleichungen verloren 
gehen, verhält es sich nicht ebenso; ihre Form wird nicht auf 
dieselbe Art durch die Figur der Ourve, deren Gleichung yss^X 
ist, angezeigt; stellt man sich aber vor, dass alle Cnrven, 
iR-elche den abgeleiteten Functionen aller Ordnungen entspre- 
chen, gezeichnet seien, so werden alle imaginären Wurzeln der 
Gleichunt,^ = 0 ersichtlich: jedes Paar dieser Wurzeln wird 
einem absoluten Aiinimum bei einer Curve, deren Ordinate der 
Werth einer abgeleiteten Function ist, entsprechen. 

III. Ks bleibt noch flbrig, die Kegel, welche wir auch schon 
früher zur Untersciieidung der imaginären Wurzeln gegeben 
haben und welche diese Frage vollkommen löst, auseinander- 
zusetzen. 

[31] (B) Die Anwendung des Theorems i A) möge uns lehren, 
dass man zwischen den Grenzen a und b eine gewisse Anzahl 
j von Wurzeln suchen muss; es handelt sich darum, zu er- 
kennen, welche unter den so angezeigten Wurzeln in der 
That existiren und welche, da sie ebenso vielen imaginären 
Wurzeln der vorgelegten Gleichung entspreehen, sich nielit in 
diesem Intervall befinden können; die ganze Zahl j ist immer 
nach Voraussetzung grösser als 0. Man muss bemerken, dass 
das allgemeine Theorem (A) nicht allein auf die ursprüngliche 
Gleichung X = 0 anwendbar ist, es kündigt vielmehr auch 
an, wie viele Wurzeln die abgeleitete Gleichung X' =^ 0 in 
einem gegebenen Intervalle besitzen kann; ebenso verhält es 
sich mit den abgeleiteten Gleichungen der folgenden Ord- 
nungen, nftmlich X" = 0, X'" = 0, X^^ = 0, u. s. w. ; 
durch Anwendung des Theorems erkennt man sofort, wieviele 
Werthe von a;, welche diese verschiedenen Functionen zu 
annullireii geeignet sind, man in einem gegebenen Intervalle 
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suchen mns^. ^^ ii wollen annehmen, dasä mau iu der ganzen 
Reihe der abgeleiteten Functionen fOO^x), /•C""0(a;), /t«-*}rsr), . . . 
f"(T\ f'{x)^ {{i) unter jede dieser Functionen eine Zahl i 
sclii t'ibt; diese gielyt an, wieviele Wurzeln die Gleichung, dert^n 
linke Seite diese FunctioTi ist, in dem Intervalle der zwei 
Grenzen a und h haben kaun. Die mit / bezeichu(^ten Zahlen 
zeigen an, wieviele Wurzein der entsprechenden Gleichung 
man in dem gegebenen Intervalle suchen müsste, wenn man 
diese Gleichungen zu lösen beabsichtigen wttrde. Die ent- 
sprechenden Zahlen, welche wir Indices nennen, können 
sofoi-t, wenn man nur die ganze Beihe der abgeleiteten 
Fonetionen ansieht, hingeschrieben werden. 

Dies vorausgesetzt, suche man, indem man die ganze Reihe 
von rechts nach links durchläuft, die erste Function, deren 
Index den Werth 1 hat, nnd mache bei dieser Fnsetion, die 
wir mit f^^^{x) bezeichnen, halt Der voranfgehende, rechts 
von diesem stehende Index wird, wie wir z^en, immer 2 
sein. Dann wird man sehen, ob der folgende, links von 
stehende Index 0 ist. Wenn dies nicht der Fall ist, 
so mnss man das Intervall a, h der Grenzen dnrch Einsetzung 
einer zwischenliegenden Zahl a ftlr a; in zwei Theile zer- 
legen. So wird man das Intervall a, h durch zwei andere 
a, a nnd a, h ersetzen und dann die vorangehende Regel 
zur Aufsuchung der Wurzeln in diesen zwei Intervallen ver- 
werthen. Operirt man derartig, so wird man immer und zwar 
sehr rasch zu dem obeu erwähnten l'alk gelangen, d. h. bei 
dem neuen Zustund der ^ollstaudigen Reihe der Vorzeichen 
wird, indem man von rechts nach links vorgeht, der ersten 
Function, welche den ludest 1 hat, der Index 0 links vorauf- 



[32] Bezeichnet mau die Function, für welche diese Be- 
dingung erfftUt ist, mit f^^')[x)^ so wird man die drei aufein- 
anderfolgenden Functionen /^^'^')(ir), f<^){x)j f^'''~^H^)i deren 
Indices bezüglich 0, 1, 2 sind, betrachten. Man schreibt die 



kleinsten Grenze a macht, den Werth des Quotienten — — ^,,.v r^; 

ist dieser Quotient nicht kleiner als die Differenz b — a der 
zwei Grenzen, so ist man sicher, dass die zwei Wurzeln, welche 
man zwischen a und b suchte, in dem Intervalle verloren 
gehen; dieselben entsprechen daher einem Paare imaginärer 



gehen. 
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Wurzein der ursprünglichen Gleichung = 0. In diesem 
Falle wird man von jedem der Glieder der Reihe der Indices, 
die rechts von /^^"^^{x) stehen, dies eingesehlosaen^ bis zu dem 
letzten Gliede A'^^ dieses anch eingeschlossen^ zwei Einheiten 
subtrahiren. Ftlr die links von f^^'^^^x) stehenden Glieder 
wird man die vorher gefundenen Indices beibehalten und 
hiermit eine nene Reihe von Indices fOr dasselbe Intervall der 
zwei Grenzen a nnd b erlangen. Man wird dann die Anf- 
snchnng der Wurzeln so fortsetzen, als wenn die nene Reihe 
der Indices diejenige wäre, welche man ursprflnglieh gefanden 
hatte. Durch diese Pmfung der Werthe der Quotienten gelangt 
man schnell und ohne irgend welche Unsicherheit zur Trennung 
aller Wnrzeln. 

Die singulftren FftUe, bei denen die Differentialfunctionen 
gemeinsame Faetoren haben, lösen sich vermöge der bekannten 
Theoreme tiber die gleichen Wnrzeln leicht auf. 

Anstatt ^e Grenze a in den Ausdruck — -/ x zu 

setzen, kann man die grösste Grenze b einsetzen und den 

Quotienten + f^fVö] Differenz b — a vergleichen. 

Ist dieser Quotient nicht kleiner als b — a, so ist man sicher, 
dass in dem Intervalle zwei Wurzeln verloren gehen. Endlich 
würde man denselben Schluss ziehen, wenn die Summe der 

zwei Quotienten — ' . + ' , , ^ nicht kleiner als 

h — a wäre. So ist man jedesmal, wenn die Differenz h — a 
iii-v zwei Grenzen nirlit grosser ,33] als die Snmme der zwei 
(.Quotienten ist, sicher, dass die zwei Wurzeln, welche man 
zwischen a nnd b suchen sollte, in diesem Intervalle verloren 
gehen, und dass sie folglich zwei imaginären Wurzeln der 
Gleichung X := 0 entsprechen. Wenn hingegen die Summe 
der zwei Quotienten kleiner als die Differenz 6 — a ist, so 
kündigt dies an: die Grenzen a und b liegen nicht nahe genug 
bei einander, dass man die Natur der Wurzeln durch eine 
einzige Operation erkennen kann. Man wird dann in das 
Intervall von a und b eine zwischenliegende Zahl a einsetzen, 
und zwei Intervalle a, a und a, b bilden; das Theorem (A) 
wird sofort daijenige dieser Intervalle, in welehem man die 
zwei Wurzeln suchen muss, ai^^eben. Man wird die Anwen- 
dung der gegenwftrtigen Regel fortsetzen, und es ist unmöglich, 
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dasB man durch Fortführung dieser Prüfung nicht dazu ge- 
lange, die Natur der Wunseln zn unterscheiden. 

IV. Die soeben ausgesprochenen Sätze sind Gegenstand 
des ersten Buches; sie werden dort mit allen EntwicklnngeD, 
welche zu einem elementaren Studium erforderlich sindi be- 
wiesen. Das Theorem (Aj und die Regel» welche wir zur 
Unterscheidung der imaginären Wurzeln angegeben haben, 
führen schnell und mit Sicherheit dazu, die Wurzeln zu trennen. 
Die mehrfache Anwendung dieser Regel [B] zeigt, wie leicht 
dieselbe zu gebrauchen ist Dieser Vortheil entstammt daher, 
dass man auf eine specielle Art fflr jedes der Intervalle , in 
dem man Wurzeln sucht, operii t ; man betrachtet das fär dieses 
Intervall Eigenthttmüche gesondert und fährt dabei nur die- 
jenigen Rechnungen, welche absolut nothwendig sind, um die 
Natur der zu suchenden Wurzeln zu beurtheilen, aus. Im 
Allgemeinen erfordert die Anwendnng der Kegel (B) wenig 
llechnimg; die erste oder die zweite Operation genügt, um 
die !Natur der Wurzeln zu erkennen; dennoch kann es beson- 
dere Fälle geben, bei denen die Untersuchung nicht so rasch 
endet. Dies tritt dann ein, wenn die Diti'erenz der zwei 
reellen Wurzeln ausserordentlicli klein ist, oder, wenn der 
dem absoluten Minimum entspreehende Punkt der Axe der x 
sehr nahe liee-t. [34] Man nuiss hierzu bemerken: 1. dass der 
Fall der gleichen Wurzeln, wie wir schon oben sagten, selir 
leielit zu unterscheiden ist, 2. dass hingegen die Untersuchung 
der Wurzeln in dem Intervall a bis h eine durch nichts zu 
ersetzende aufmerksame Prüfung erfordert, falls in diesem 
Intervall die Curve, deren Ordinate den Functionswerth dar- 
stellt, sich der x-Axq entweder schneidend oder nicht schnei- 
dend ausserordentlich nähert. Der Vortheil der Regel und 
ihre wesentliche Kigenthfimlichkeit bestehen darin , dass sie 
nur unvermeidliche Rechnungen verlangt; besonders gestattet 
sie, wenn sie dem Intervall angcpasst wird, die Statur der 
Wurzeln in Imi anderen Intervallen, in denen zwei aufein- 
anderfolgende Wurzeln nicht sehr wenig verschieden sind, sehr 
schnell zu erkennen. Wttrde man hingegen die Unterscheidung 
der Wurzeln von der Berechnung der kleinsten möglichen 
Differenz zweier anfeinanderfolgender Wurzeln abhängig machen, 
so wttrde die Untersuchung in diesem Falle sehr lange und 
llberflflssige Operationen eifordern. In allen mögUchen Fallen 
gelingt eS| durch die Anwendung des Theorems (A) und der 
Regel (B) die reellen Wurzeln völlig zu trennen; jede der- 
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selben findet sich in ein bestimmtes Interrall eiDgeordnet, 
nnd man ist sicher, dass in demselben keine andere Wurzel 
gelegen sein Icann. Es handelt sich dann, anf eine mdgliehst 
direote Art zur Bereobnung jeder reellen Worzel Torzn» 
gehen nnd die OonTeigenz der Annflhemng exaet abznaehfltEen ; 
diese zwei Fragen werden im zweiten Bande behandelt 

V. Die von nns als linear bezeiehnete Annflhemng folgt 
aas der Newton^^then. Methode, nachdem man allen speciellen 
Bedingungen, welche dieselbe sicher stellen nnd ihren Ge- 
brauch regeln, genügt hat. Die Oonstmctionen machen diese 
Sfttae sehr klar. Wenn die drei leisten Indiccs die Zahlen 
0, 0, 1 geworden sind, — diese Bedingung kann man immer 
leicht herbeiltihren — geht man an der Annfthening ttber. 

Es handelte sich dann dämm, jede flberflflssige Operation 
bei der Berechnung der Wurzeln zu vermeiden. Zu diesem 
Zweck war es nötiiig, die elementare Eegel der Division der 
Zahlen zu vervollkommnen. Ifaa mvm die fiechnung derartig 
anordnen, dass die Ziffern des Divisors nur snecessiv und auch 
nur dann eingeführt werden, falls sie dazu beitragen sollen, 
neue exacte Ziffern des Quotienten kennen zu lehren. Wir 
haben diese neue arithmetische Regel gegeben; sie ist vou 
derjenigen von Oughtred^^"*) verschieden; diese würde nicht 
für unsere Frage genügt haben. Dieselbe Kegel der geord- 
neten Division kann dazu dienen, die Gleichung zweiten Urades 
unmittelbar aufzulösen; man könnte sie sogar zur Auflösung 
der Gleichungen höheren Grades verweudeu. 

[36] VI. Es bleibt uns noch übrig, genau die Convergenz 
der Annäherung zu messen. Die Differentialrechnung lehrt 
den Charakter dieser linearen Annalierung kennen; sie druckt 
das Gesetz, nach dem die Anzahl der sicheren Ziffern bei jeder 
neuen Operation wächst, aus. Der Fehler» den man begelun 
kann, oder die Differenz zwischen dem exacten und dem an- 
genäherten Werthe für die Wurzel uiiiiinl rasch ab. Jede neue 
Annäherung verdoppelt die Anzahl d< i bekannten ZiÖern oder 
genauer fügt zu deu schon bestimmten Ziffern eine gleiche 
Anzald sicherer Ziffern vermehrt oder vermindert um eine eon- 
stantc Znlil hinzu. Der Bruch, welelier den einer sicheren Ope- 
ration entsprechenden Fehler ausdrückt, nimmt immer mehr ab; 
er ist das Product aus dem Quadl'at des unmittelbar vorauf- 
gebenden Fehlers in einen unveränderlichen und gegebenen Factor. 

Die lineare Annäherung wird doreh ein System aufein- 
anderfolgender Tangenten dargestellt 
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Die Annäherung zweiter Ordnung ist diejenige, welche ans 
der Berührung von Parabelbögen stammt ; sie hat einen eigeii«- 
thflmlichen Charakter, welchen die voraufgehende Analyse ra^ 
kennen lehrt. Die Convcrgenz ist viel rascher; der einer 
Operation entsprechende Fehler ist das Product aus einem 
constanteu Factor in den Cnbus des voranfgehenden Fehlen. 
Diesen Satz beweist man für die Annähemng zweiter Ordnung 
ziemlich leleht; aber dieselbe Betrachtung wttrde man nicht 
anf die Annäherungen aller Ordnungen ausdehnen können, 
denn man mttsste Gleichungen höheren Grades dnrch Formeln, 
welche der C%>n2am'8chen analog sind, lösen können. D« ich 
den Grad der Convergenz der Annäherungen der verschiedenen 
Ordnungen und den Factor, welcher ihnen eigenthttmlich ist, 
genau zu kennen wünschte, habe ich fttr diese Untersuchung 
ein ganz verschiedenes Verfahren angewandt, welches nicht 
die Auflösung in Wurzelfnnotionen erfordert. Ich bestimmte 
dnrch die Regel, welche die des analytischen Parallelogramms 
genannt wird, die ersten Glieder der Wurzeln der Buchstaben- 
gleichungen. Von diesen Gleichungen haben wir zwar nur im 
vierten liuehe gehandelt, aber ich wandte im voraus auf diese 
hier vorliegende Frage die dort bewieseneu Regeln an; durch 
dieses Mittel findet man das genaue Maasa für die Convergenz 
der Annäherungen, welche von der Berührung aller Ordnungen 
abhiingen. Das Resultat ist sehr einfach und drtickt sich, wie 
folgt, voilstiiudi? nus: [36] der Jeder der aufeinander folgenden 
Operationen entsprechende Fehler nimmt wie die Potenzen 
eines s'lir kleinen Bruches ab; (m- ist für die Anuäheiunsr 
irgend eiuer Ordnung i gleich dem Product der i ~\- Iten 
Potenz des vorau%eheudeu Fehlers in eineu couatanten Factor. 

— 1 /"O + OM 

Dieser Factor ist -— / - -/-T-T^r^r/^ 'j dabei bezeichnet 

1 . 2 • d • 4 • • • [t + 1) f (x) 

X einen gewissen Werths welcher immer deraelbe bleibt; die 

Function f'(x) im Nenner ist immer die erste Fluxion der 

Variablen, t-f-l bedentet die Ordnung der Differentiation. 

UebrigenB betrachten wir diese Frage hier nnr in Iheoretischer 

Beziehnng, damit bei der Prttfhng der algebridschen Annflhe* 

mngen nichts Unbekanntes ttbrig bleibe. Vergleicht man die 

Processe, welche alle gleich exact sind, unter einander, and 

fragt nach dem einfachsten und leichtesten Prooess, den 

man in der Praxis wfthlen mnss, so ist es hier die Hneare 

Annähemng, wie wir sie oben anseinandergesetEt haben. 

VIL Auch die Frage Aber die sichere Unterscheidnng dar 
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imaginären Wurzeln haben wir nnter verseMedenen Gesiebts- 
piinkten betrachtet; diese Üntersuohnng ist in der Theorie der 
Oleiehnngen ein Haaptpnnkt, den man nicht eingehend genug 
aufklären kann. Zuerst besteht die ganze Schwierigkeit in der 
YonBeichenbestinimnng des Resultates, das man eriitit, wenn 
man in eine gegebene Function einen nicht ezact bekannten, 
sondern nur sehr angenäherten Werth einer Wnrzel a einsetzt, 
die eine gegebene Funeüon cp {x] anf Koll rednoiri Ist diese 
Fmietion nicht die Findon erster OrdnnDg f'x, 90 wird man 
das Vorzeichen durch die früher bewiesenen Principien erkennen; 
derselbe Satz lässt sich auch auf Functionen einer beliebigen 
Anzahl von Variablen anwenden. Aber in dem singnlären 
Falle, in dem die durch a anniillirte Function die erste abge- 
leitete Function f x ist, bleibt da» Vorzeichen des Itesultates 
unsicher. Mit diesem 1 all hat man es zu thuu, wenn man sich 
nach der Anwendung des Theorems (A) die Aufgabe stellt zu 
entscheiden^ ob die zwei gesuchten Wurzeln reell oder imaginär 
sind; man muss dann diese Zweideutigkeit in dem singulären 
Falle, in dem die abgeleitete Function f'x ist, auflösen. Von 
dieser Frage haben wir einr erste Lösung gegeben: die An- 
wendung ist zwai' allgemein und leicht, aber ich wollte dem 
Ursprünge dieser Frage nachgehen und erkennen, ob keine 
andere Lösung existirt. |37] Aus dieser Prüfung gelit nun 
hervor, da^s die Unsicherheit nicht mehr besteht, wenn man 
die Function f:r durch fx f x ersetzt; man führt die Frage 
so auf einen allgemeineren Fall zurück und entdeckt hierdurch 
einen sehr einfachen Proeess. welcher die Natur der zwei ge- 
suchten Wurzeln erkennen lehrt. 

Zweitens kann man dieselbe Frage noch auflösen, indem 
man von der Annäherung zweiter Ordnung Qehrauch macht. 
Man betrachtet die Berührung der Parabelbögen, welche mit 
der ursprünglichen Function an den zwei Enden des Inter- 
valles, in dem m^ die zwei Wurzeln sucht, zusammenfallen. 
Wir gelangen so zu einer allgemein gültigen Regel, die imaginären 
Wurzeln sehr rasch zu unterscheiden ; man gelangt auf diesem 
Wege hierzu sogar, ehe die Grenzen so nahe liegen, wie es 
die Regel des Artikels Y erfordert; aher die ausserordentliche 
Einfachhdt dieser Regel des Artikels Y wird ihr immer ausser 
in besonderen Fällen, welche man leicht erkennt, fOr die An- 
wendung den Yohsug geben. 

YUI. Die in den zwei ersten Bflchem bewiesenen Prin- 
cipien lassen sich leicht und in allen möglichen Fällen auf die 
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Unterscheidung der imaginären Wurzeln und die lierechiimig 
der reellen Wurzeln anwenden. Würde man nur den einen 
Zweck der Auflösung, die thatsächliche Ermittelung der Wux* 
sein, ins Auge fassen, so würden diese Methoden für den Gegen- 
stand unserer Untersuchungen genügen. Aber Fragen, welohe 
sieh auf die Fundamente der Anaiysis beziehen, sollen von 
verschiedenen Gesichtspunkten ans behandelt werden ; denn ein 
principieller Gegenstand ist nur dann wohl bekannt, wenn man 
sich eme richtige Idee seiner Beziehungen zu allen Ihn berüh- 
renden Fragen bildet. Deswegen prüfen wir anch die anderen 
Methoden, welche tfaeils znr Unterscheidung, theils anr Berecli- 
nnng der Wurzeln dienen können. Bei dieser Yergl^dumg 
entdeckt man die allen diesen Methoden gemeinBanien Prin- 
cipien nnd erwirbt so allgemeine Begriffe, welche die Theorie 
vervollständigen. Diese Beüraehtangen sind im dritten Buche 
erl&utert 

Zunflehst bemerkt man: dass, wenn man aur Trennung der 
reellen Wurzeln gelangt ist, so dass sich jede derselben allein 

in einem verschiedenen Intervall befindet, man den Werth der 

Wurzel durch sehr verschiedene Processe, welche eine voll- 
ständige Keimtiiiäs des gesuchten Werthes ergeben, entwickeln 
kann. [38 Der Ausdruck in Decimalziffern ist der gebriluch- 
liebste und klarste. Da die von uns auseinaiuUn gesetzte Me- 
thode immer zwei Werthe ergebt, welche sich nur dui'ch die 
letzte Ziffer unterscheiden, und von denen der eine grösser, 
der andere kleiner als die gesuchte Wurzel ist, so bleibt nichts 
unsicher. Aber diese elementare Entwicklung ist nicht die 
einzige, welche sich aus der algebrnischen Gleichung herleiten 
lässt: man kann die Wurzel auch » iitweder in Kettenbriichen 
oder in Brüchen darstellen, die einem gewissen wlUkfirlieh 
gewählten Gesetze unterworfen sind. 

Ist zum Beispiel eine Wurzel eine ii l aiionale Zahl, deren 
Werth man entwickeln will, und ist a der Brutih, welcher diesen 
Werth zur nächsten ganzen Zahl vervollständigen soll, so kann 
man suchen, wieviel mal die Einlieit diesen Bruch enthält 
Man wird dann den ersten Rest b bestimmen. Yergleieht man 
diesen mit der Einheit und weiss, wieviel mal dieser erste 
Rest in derselben enthalten ist, so wird man den Werth eines 
neuen Restes c finden. Man wird diesen Bmoh e von neuem 
mit der Einheit in Verbindung bringen und so unausgesetat 
fortfahren, jeden Best mit der Einheit und nioht mit dem vor- 
angehenden Reste, wie man es bei der Berechnung der Ketten- 
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brfiche thut^ zu veigleiehen. Setzt man diese Entwicklimg 
unausgesetzt fort, so ergiebt dies eine fintwickinng der Foim 

a = h " ' 1 Pi ^Ii r. s, , » * sind 

P P9.^ pqra # jti , , 

ganze ZaUen, welche man leieht besfimmt. Der Werth yon a 
liegt zwischen zwei Grenzen, welche nur dadurch yerschieden 
sind, dass man die letzte dieser ganzen Zahlen sich nm ^e 
Einheit andern lAsst; so ist die Annfthernng vollständig und 
zwar raseh eonver^ent 

Man könnte noch eine Reihe M, iV, P, . . . von Viel- 
fachen der Einheit wälileu nnd den Werth von a, welchen 
man entwickeln niiisa, mit dem ersten Vielfachen und die succes- 
siven Reste mit den anderen gegebenen Vielfachen vergleichen. 

Man kann den Bruch (( auch auf folgende Art mit der 
Einheit yergieichen. Angenommen, a sei mmal in der Einheit 

enthalten nnd es eiebt einen ersten Rest. Nimmt man 

znm ersten Nahemngswerth fttr so wird die Differenz 

1 

«ein Bruch ä sein, den man auf dieselbe Art mit der 

Einheit verglichen wird. [39] Setzt man diese Rechnung 
fort, so wird der Bmch a in eine Reihe entwickelt werden, 
bei welcher Jedes Glied die Einheit znm Zähler hat; die Nenner 
sind ganze Zahlen, welche man durch Vergleichung der succes- 
siven Reste mit der Einheit gefunden hat. 

Diese verschif^denen Entwicklungen, von denen die Ketten- 
brtiehe ein besonderer Fall sinrl. haben Eigenthümiichkeiteu, 
welche sich auf die Theorie der Zahlen beziehen; aber wir 
beti'achlen hier diese verschiedenen Annäherungsformeu unter 
einem anderen Gesiclitspuukte ; sie dienen nämlich dazu, die 
algebraischen IiTationalzahlen in Reihen von ganzen, unbe- 
grenzt fortgesetzten Zahlen anszndrttcken. Man erkennt zuerst, 
dass, wenn eine numerische Gleichung vorgelegt ist, man die 
zwischen zwei Grenzen a nnd b gelegene Wnrzel entwickeln 
kann, indem man nach Willktlr entweder den Ausdruck in 
Kettenbrflehen darstellt oder eine der oben angegebenen Ent- 
wicklungen wählt. Man bestimmt die Theilnenner genan nnd 
zwar ebenso j wie man es thnn wflrde, wenn der gesuchte 
Werth durch eine Gleichung ersten Grades, deren zwei Oo- 
effieienten bekannt sind, gegeben wflre. In diesem letzteren 
Falle wflrde die Entwicklung abschliessen; sie ist unendlich, 

3* 
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wenn man eine algebraisclu» irratioüale Wurzel auüdi'üokt: die 
vorgelegte Gleichung lietert sofoi-t die aufeinanderfol inenden 
Nenner. Wie anch immer die Form der gewählten P^utwick- 
lung sei, man erliält immer tlir die Wurzel zwei besser au- 
genäherte Werthe, zwischen denen sie sicher liegt; hierzu ge- 
nügt es, jeden ^Nenner um eine Einheit sich ändern zu lassen. 
So ist die Gonveigens ebenso wie fUr die Kettenbrttehe be- 
wiesen, und im lülgemeinen ist diese OonrergeiUE von der- 
selben Ordnung. 

Beispiele verdeutlichen diesen Sohloss. Man erkennt, daas 
eine Wurzel einer Gleichung, auf die man die im ersten Boche 
bewiesenen Regeln (A) und (B) angewandt hat, nicht weniger 
deutlich bestimmt ist, als wäre sie durch eine Gleichung ersten 
oder zweiten Grades ausgedrtickt; denn die Coeffidenten der 
voigelegten Gleichung irgend welchen Grades ergeben alle 
Tbeile der Entwicklung ohne Üugewissbeit So ist die Wurzel 
irgend einer algebraischen Gleichung nicht weniger unvollkom- 
men ausgedrfickty obgleich der Grad der Gleichung hoch ist; 
[40] es bestimmt blos der Grad die Ordnung, nach welcber 
die in die Entwicklung eintretenden Zahlen sich folgen. Diese 
Ordnung ist jedem Grade eigenthtlmlich; die Zahlen, welche 
Bie in allen Fttllen bilden, sind auf gleiche Art bekannt. Um 
daher diese Werthe vollständig auszudrttcken genügt die Auf- 
suchung der algebraischen Irrationalen. Man fordert nur, dass 
man die Frage Uber die Untersuchung der Beellitftt einer Wurzel 
lind die Unterbringung einer jeden reellen Wurzel in einem 
Intervall lur sieh allein durch eine exacte und leichte Methode 
auflöse. Ist diese Unterscheidung der Wurzeln vollendet, so 
besteht die Aut'lr>.snnj? nur noch iu einer arithmetischen Ent- 
wicklung. Die Wurzel wird sich immer zwischen zwei (irenzen, 
die man einander beliebig nahe bringen kann, befinden. Die 
Zahlen, welche die Entwicklung bilden, haben bestimmte Werthe, 
die man aus den ( 'oefficienten der vorgelegten Gleichung ab- 
leitet, 90 dass mau alles, was dazu dienen kann, die gesuchte 
Wurzel vollkommen auszudrücken, kennt. 

IX. Um dieser Prüfung der Natur der algebraischen Irra- 
tionalen eine jrrossere Ausdehnung zu geben, zeiuen wir in 
demselben Buche, dass diese auch in continuirliche l'unciionen 
entwickelt werden können ; wir berichten auch über die geome- 
trischen Oonstructionen, welche die Resultate sehr klar machen. 
Diesen (iebranch der continuiriichen Functionen kann man 
nicht genügend erläutern ohne Einzelheiten und ohne Beispiele, 

■V 
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die iiidess bei einer allgemeinen Anseinandersct/nng nicht 
gebracht werden können ; wir beschränken uns auf folgende 
Bemerkungen ^^j : Man beti'achtet eine gewisse Relation zwischen 
einem ersten für die gesuchte Wurzel angenommenen Näherungs- 
werth X und einem zweiten x' ^ der besser als x ist. Bestehe 
zum Beiapiei zwischen x und x' die sehr einfache Kelation 

x' = 1 + — • Man wUrde dann x irgend einen willkürlichen 

X 

Werth beilegen und hieraus den entsprechenden Werth Yon x' 
erschliessen. Nimmt man als zweiten Werth von x den soeben 
fttr a;' gefundenen, so würde man ans derselben Relation einen 
neuen Werth x" herleiten ; dieser würde, für x gesetzt, einen 
folgenden Werth x*" fiefent. Führt man so fort, so erhält 
man fflr die unbekannte Wurzel immer bessere Kftherungs- 

werthe. [41] Der Werth dieser Irrationalzahl lautet hier ]/2; 
denn die Annäherung hat einen derartigen Werth von x zur 

Grenze, dass die Relation x* — bei dem Werthe, 

' X 

welchen man x giebt, iLcine Veränderung herbeiführen würde; 

man hätte daher: x — 1-4 — oder it- = 2. Für eine andere 

X 

recurrente Relation würde man einen analogen Safs finden; 
dieser Frocess ist auch auf Gleichungen beliebigen Grades 
anwendbar. Die unbekannte Wursel ist eine Grenze, der man 
sich unendlich nihert, und die Differenz wird kleiner als jede 
angebbare Grösse, Die Oonstructionen, welche dieser Art der 
Annäherung entsprechen, sind bemerkenswerth. Beispiels- 
weise bestehen sie hier in einer rechtwinkligen Spirale, deren 
äusserster Punkt sich continuirlich dem Schnittpunkt, welcher 
dem Werth der Wurzel entspricht, nähert. 

Durch denselben Process findet man auch Wurzeln der 
Exponential- oder transcendenten Gleichungen; in der analy- 
tischen Theorie der W^ärme , pag. 843 und folgende, haben 
wir hierftii- verschiedene Beispiele angegeben 

Man muss bemerken, dass die durch diese rechtwinkligen 
Krümmungen angegebene Näherung, obgleich sie regulär ist, 
doch zu langsam sein würde, um eine gebräuchliche Methode 
abzugeben; unser Zweck ist nur^ das sonderbare Yerhältniss 
zwischen der Figur und dem Wege der Annäherung zu klären 
und zu beweisen, dass man ein sicheres Mittel kennt, die 
Wurzel der Gleichung unendlich anaunflhem. Aber derselbe 
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Process der contiiiuii liehen Functionen erpiebt viel conver- 
geutere Anniiheruugen, wenn die orthog^onale Spirale in der 
Constructiou durch eine Reihe geneigter Tangenten ersetzt 
wird; man kunute die Convergenz der Annäheiung vermehren 
durch Betrachtong des Contacts zweiter Ordnung. 

Die continuirliche Function, welche die Nähernngswei tlie er- 
giebt, steht in einem gewissen Verhältnisse zu der vor^e- 
le^'teu Gleiclmn^. Es giebt keine :ilirehrals( he GieiclllnlL^ für 
die es nicht icirht wäre, die den geneigten Tangenten ent- 
spreelienden Functionen zu bestimmen. Die Newton seht An- 
näherung ist nur ein Beispiel für diesen ullgemeinen Process. 
Von dieser Form der Annäherung hiibe ich bei verschiedenen 
Untersuchungen häutigen Gebrauch gemacht; besonders geschah 
dies bei der Auflösung einer transcendenten Gleiehtuig, welche 
mir durch meinen Collegen, den Baron von Frony^ angegeben 
worden war. [42] Bei dieser Anwendung der continuirlichen 
Functionen mnss man sieh durch die Eigenschaften der Figur 
leiten lassen. Man kdnnte sie dnreh rein analytische Be- 
trachtungen ersetzen; aber wenn man die Prüfung der Figur 
unterlässt, so würde man die Untersuchung um viele Schwierig- 
keiten vermehren, wahrend sie mittelst der Gonstmetion sehr 
einfach wird. Dies ist einer der abrigens sehr seltenen FAUe^ 
bei denen die Oonstrueiion so zu sagen noüiwendlg ist. Es 
kann eintreten, dass man durch dieses Mittel nur Nftherongs- 
werihe findet, welche sftmmtlieh kleiner oder sftmmtlich grosser 
als diese Wurzeln sind ; es ist aber immer leicht, eine zweite 
Grenze zu bilden, welche die Annäherung vervollständigt; sie 
wird durch die Oonstruction selbst klar angegeben, ü^cht 
weniger leicht unterscheidet man diejenigen Fftlle, bei denen 
die continuirliche Function, anstatt immer besser angenäherte 
Werthe zu geben, zu Resultaten führt, die immer entfernter 
vom gesuchten Werthe liegen ; dies würde eintreten , wenn 
mau die orthogonale Spirale in einer Kichtung zöge entgegen- 
gesetzt der ^on der Figur angezeigten. 

Diese Betrachtungen leiten und erleichtern die V(n*\vendung 
der continuirlichen Functionen; sie schliessen die divergenten 
analytischen Ausdrücke aus und zeigen, dass die Berecbmiiig 
der ersten Ziffern der aufeinanderfolgeiulen Resultate genügt. 
Uebrigens ist die YcrwcndniiL'- der Anüäberunj?PTi dieser Art 
für die xVuflösune der numerischen (Mpielumgeii nicht noth» 
wendig; die erläuterten Methoden lubreii iiocb einfarher zur 
Kenutniss der Wurzeln; aber es war wichtig, allgemeine Pro- 

Digitized by Google 



Die AuflöBiing der bMtimmten Gleiobangen. 39 



cesse voiz II führen; diese geben der Theorie der continuirlieheu 
Brüche eine neue Ausdehnung und zeigen die Beziehungen 
dieser Brüche zu den Eigenschaften der Figuren. 

X.**) Nachdem wir im dritten Buche den Gebrauch der 
Kettenbrtiche kennen gelernt haben, um die irrationalen Wurzeln, 
von denen eine jede z\\isrlien zwei bekannten Frenzen lie«^, 
mehr und melir und unbegrenzt einzuschliesheu, betraeliten 
wir eine sehr allgemeine Eigen sc hal't, welche allen exacten 
Näheruugsmethodeu gemeinsam ist. Wenn man nämlieli bei 
der Rechnung durch Anwendung des Theorems (A) sich leiten 
iisst, 80 genügt jede dieser Methoden znr Untersoheidnng der 




imaginira Wurzeln. [43] Di^r Satz ist für die lineare An* 
nähemng, welehe ans der AM^ton'sohen Methode folgt, eigeiit> 
licfa evident In der Hiat wird dieier AmftlieniiqisjproGeM, 
wie wir «ngabem, dnreh die Rdbe der geneigten Tnngenten^ 
die in den Figvren 1 nnd 2 gesogen find, daigesteUt Nehmen 
wir nsky es fo^ Tlieoiem (A), maa tttaie swMien d^ 
Grausen a und b zwei Wnrceln suehen, nnd duroli die fn den 
swei ersten Bflchem bewiesenen Prineipien wiiae man fbmer, 
daSB der Bogen m n im InterviU a b keine Biegungen hat 
Jedoeli sei nieht bekannt, ob die swei gesnehten Wnneln reeli 
sind (Fig. 1) oder ob sie in diesem Intervall rerloren geben. 
(Fig. 2). Der Anaihemngsproeess kann nnn diese Frage 
Ideell. Dieser Proeess besMt nSmliek darin, aas dem ersten 
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Näheruiio:s\verthc a einen besseren Nriheruiigswertli welcher 
dem Eude a' der S^iibtangente entspricht, herzuleiten; dann 
geht man von a' zu einem neuen Näherungswerth a'\ und 
so fort, indem man dieselbe Eechnung fortführt. Im ersten 
Falle Ulm können alle Nähemogswerthe a', n. s. w. den 
der reellen Wurzel entsprechenden Schnittpunkt nicht über- 
steigen ; bestimmt man folglich duroh das Theorem (A), wieviel 
Wurzeln man zwischen a und by oder a' und oder a" und b 
TL s. w. suchen muss, so wird man immer finden, dass dieae 
Anzahl der angezeigten Wurzeln, wie sie es ursprünglich war, 
gleich 2 ist. Im zweiten Fall (Fig. 2), in dem die zwei ge- 
suchten Wurzeln im Intervall verloren gehen, wird das Gegen- 
theil eintreten; jetzt ist es unmöglich, dass bei Fortsetzung 
der Annäherung man nicht zu einem Werthe a" gelangt, 
welcher jenseits des Punktes liegt, wo der Bogen m n sich 
der Axe a ^ am meisten nähert; ist man aber zu einem solchen 
Punkte a" gekommen und bestimmt durch das Theorem (A}, 
wie viel Wurzeln man zwischen dem letzten Werthe a" und b 
suchen muss, so findet man, dass die Anzahl der zwischen 
a" und b angezeigten Wurzeln nicht mehr 2, sondern Kuli 
ist. Diese Bedingung kann vielleicht nicht für die ersten 
Näherungswerthe wie a' eintreten, aber es ist unmöglich, dass, 
wenn man die Rechnung fortsetzt und die Form des Bogens 
derartig ist, wie sie die Figur 2 darstellt, imm nicht einen 
solchen T^ilheningswertli findet, bei welchem das Ende a" sehr 
nahe beim Punkte h liegt oder jenseits dieses Punktes fällt. 
Der einzige singulare Fall, in dem man kein solches Resultat 
erhalten könnte, ist der zweier gleicher Wurzeln ; [441 er tritt 
durch die Berülii-ung des Bogens m n mit der Axe a h ein. 
Man weiss, dass dieser zwischenliegende Fall sehi* leicht 
kenntlich ist: er setzt voraus, dass die Functionen fx und fx 
einen o^^Mneiiisamen Faetor haben; dies kanTi in-iTi , wie wir 
friilier auseinandersetzten, erkennen. 8o l: ruiigt die Annähe- 
rungsmetliode, wenn man sie mit dem Theorem (A) verbindet, 
immer, um die Lage des Rogens rn n bezüglich der Axe (f h 
zu erkennen. Es möge nun der Process, welcher die ^atur 
der zwei Wurzeln ankfindigen wü*d, folgen. Man berechne 
eineu ersten Käherungswerth a\ welcher dem £nde a* der 
ersten Subtangente entspricht Trifft es sich, dass dieser 
zweite Werth a grösser als ^^weite Grenze b ist, so sind 
die zwei gesuchten Wurzeln offenbar imaginär. Ist aber a' 
kleiner, als 6, so bezeichnet man einen zwischenliegenden 
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Werth cf, der kleiner als b und sfrr^sser als a ist und setzt 
ihn m fx ein. Sind durch diese Sui>stitiitioii die zwei Wurzeln 
getrennt, d. h. wird das Uetsultat der Siil»sf it ution TX'erntiv, so 
sind die zwei gesuchten Wurzeln reell: liie eine liegt zwischen 
a und Of, die andere zwischen « und i>. Krgiebt aber die Sub- 
stitution ein positives Kesultat, so wird man mittelst des 
Theorems fA) die Anzahl der Wurzeln, welche zwischen 
a und Ii gesucht werden müssen, bestimmen. Ist diese Zahl 
0, so sind die zwei Wurzeln imaginär: hat aber keiner dieser 
Fälle statt, d. h. smd die Wurzeln nicht getrennt und giebt 
das Theorem (A) an, dass man zwischen a and h zwei Wurzeln 
suchen muss, so hat man zwei Grenzen er und 6, zwischen 
denen zwei Wurzeln zu suchen sind, und man weiss noch 
nicht, ob diese zwei Wurzeln reell sind oder in dem Intervall 
verloren gehen; die Frage ist daher genau dieselbe, wie die- 
jenige, welche man anfänglich zu lösen hatte; die Grenzen 
a und h sind nur nSher als die ersten Grenzen a und b. 
Man wird dann auf dieselbe Art zu einem zweiten Versuche 
fibergehen; d. h. man wird zu dem neuen Werth a einen 
zweiten Zuwachs, welcher dem Endpunkte der Snbtangente 
fttr diesen neuen Werth entspricht, zufügen. Man wird hierauf 
den soeben fflr den Nfiherungswerth a auseinandergesetzten 
Proeess weiter verfolgen und die soeben erlftnterten S&tze 
nochmals benutzen. Durch Fortsetzung dieser Rechnung wird 
man auf kfirzestom Wege die Natur der Wurzeln erkennen. 
[45] Man muss nur hinzufügen, dass der singuläre Fall der 
gleichen Wurzeln separat zu prtlfen ist; dies hat keine 
Schwierigkeit. Durch das Voraufgehende sieht man, dass die 
im ersten Buche im Artikel 23 gegebene Regel, die Natur 
der innerhalb eines gegebenen Intervalles gesuchten Wurzeln 
zu erkennen, nur die zur Unterscheidung der Wurzeln ver- 
wandte lineare Annäherung ist. Dieser Satz ist nicht aui die 
lineare Annäherung beschränkt; im dritten Buche beweisen 
wir, dass es keinen Annäherungsprocess giebt, der nicht ein 
ähnliches Kesultat liefert. Allgemein genfigt jede exacte 
Methode, welche zur Ik'rechnung der "Nnhprungpwerthe ge- 
eignet ist, wenn man mit dieser Methode den Ue brauch des 
Theorems (A) verbindet, welches erkennen lässt. wie viele 
Wurzeln man in « incTn iLregebeneii Intervalle suchen muss, 
zur Unterscheidung der imaginären Wurzeln. Unter exacten 
Nähenmgsmethoden verstellen wir diejenigen, welche sich auf 
die im ersten Buche dargelegten Fnncipien gründen und fort- 



uiyiii^ed by Google 



42 



JoMph Fourier. 



wtünrend swei Wertfae, von denen der eine grdsser, der andere 
kidner als die Wurzel ist| ergeben. 

XI ^2). Diese Bemeriknng haben wir hanptsäcblieb aaf die 
Annäherung , welebe ans der Yerwertfating der Kettenbrilche 
hervorgeht) angewandt ; denn diese Methode ist ja allgemeiner 
bekannt. Diese PrfifuDg liefert das folgende bemerkenswertiie 
Resnltai Das Theorem (A) des ersten Buches giebt an, iHe 
viele Wurzeln man in einem gegebenen Intervall suchen mtiss. 
Betrachten wir den Fall, in dem man sicher ist, dass alle 
Wurzeln einer Gleichuncj reell sind. Man muss sich zunächst 
\orstellen, dass m.iii eü mit einer (ileichuno- dieser Art zu 
thun hat und man den Werth für die Wurzeln durch die An- 
näherungsmethode der Kettenbrüche sucht. Diese Methode 
ist in den Werken von Larfrange vorztiglich dargelegt. Der 
berühmte Autor setzt voraus, dass man vermöge einer Hilfs- 
gleichunsr sicher erkannt hat, dass in jedem Intervalle nur 
eine Wurzel existirt; hier werden wir aber \<)ii jeder vorauf- 
gehendeu Rechnung Abstand nehmen und auuehmen, dass die 
Realität der Wurzeln im voraus b^^knnnt ist. Setzt mau dies 
voraus, so genügt die alleinige Anwendung des Theorems (A), 
combinirt mit der Berechnunj? dci- Kettenbrüehe, um die Werthe 
aller Wurzeln zu finden. [46 | Erneuert man nach jeder Theil- 
operatiou die Anwendung desselben Theorems (A), so wird 
man, wenn zu den schon durch die voranfgehenden Opera- 
tionen separirten Wniseln die im Übrigbleibenden Intervalle zu 
suchenden hinzngenommen werden, genan ebenso viele Wurzeln 
linden, wie das Theorem nrsprflnglieh angegeben hatte. Dies 
aber kann nnr eintreten, wenn die vorgelegte Gleichung in 
der That nur reelle Wurzeln hat. Gehen hingegen mehrere 
dieser Wnrzeln in Intervallen, iBr welche das Theorem an- 
giebt, dass sie dort gesneht werden sollen, verloren, so wird 
die Bereclurang der Eettenbrache diese fehlenden Wnnefai, 
wie wir beweisen, zom Verschwinden bringen; hierdnreh wird 
man erkennen, dass die Gleichung nicht alle ihre Wurzeln 
reell hatte, wie man yoranssetste, nnd man wird aneh genau 
die Anzahl der Paare ima^nftrer Wurzeln finden. 

Die soeben gemachte Bemerkung erfordert emen YoUstSa- 
digen ^Beweis, den wir im dritten Buche gegeben hsben. Sie 
zeigt, dass die Berechnung der Hilftgleiehung, welohe die 
Grenze der klemsten Differenz zwischen den Wurzeln kemien 
lehrt, vollständig ttberflQssig ist; der Theil dieser Metiiode^ 
den man gerade als unpraktisch betrachten kann, ist also der- 
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jeDig:e, welcher fortgelassen werden soll: es genügt: 1. die 
Berechnung der Kettenbrüche, wie sie durch den Erfinder 
dieser Methode aoseinandei^eBetKt wnrde, anzuwenden; 2. jede 
Theiloperation mit der Anwendoog dea Theorems (A) zu ver- 
binden. Hierbei bleibt nichts uiiBicher, weder über die !Natur 
der Wurzeln ) nooh Uber die mehr und mehr angenäherten 
Werthe, welche ans der raschen OonTeigeBz der Kettenbrüohe 
erhalten werden. 

Dennoch nehmen wir uns nicht vor, auf diese letztere Me^ 
thode aar Boreehnnug der Wnraeln zorflckznkommen. Die lineare 
Annfthening, wie wir sie im ersten Bnche dargestellt haben, 
ist beqnemer und anch oonvergent Wir wollten nnr eine be- 
sondere nnd nene Eigenschaft der Eetteabrftohe erweisen. 

Unser Han^weck ist es, im dritten Bnche an beweisen: 

1. Die Irrationalzahlen, welche die Wurzeln der Glei- 
chungen ansdrftdken, können in yerschiedenen Formen eni" 
wickelt werden, und diese Annäherungen sind exaet, denn sie 
ergeben immer zwei Werthe, zwischen denen die Wunsel liegt; 

[47] 3. diese irrationalen OrOssoi sind nicht weniger Ular 
deiinirt nnd bekannt, als wenn sie einfache Brüche wären, 
so dass man immer aus den Coefficienten der vorgelegten 
Gleichuncr die Nenner, welche bei irgend einer Entwicklung 
auitrctcu, iciclit abieil eu kaini: 

3. jede exacte Kaheiüngsmetliode löst, wenn man mit ihr 
die Anwendung unseres Theorems (A) des ersten Bandes ver- 
bindet, die schwierige Frage der Unterscheidung der imagi- 
nären Wurzeln; 

4, diese Bemerkung ist besonders auf die Ent^\ it klun^ in 
K^'ttt'iihrüche anwendbar und erfordert keinoswpirs die Berech- 
nung der Gleichung für die Diflerenzen odw irgend ein anderes 
ans den Kl ^^en schalten der unveränderlichen Functionen her- 
geleitetes licsultat. 

Früh<'r salien wir, dass die Neivton sehe Annäherungs- 
methode nicht allgemein zur exacten Bestimmung der Wurzeln 
angewandt werden konnte und dass es nöthig wai*, die 
Schwierigkeiten aufzulösen* Ebenso verhält es sich mit dem 
Process der Kettenbrüche, wie er yon den Erfindern vorge- 
schlagen Wirde; denn dieser Process wüide erfordern, dass 
man im voraus die kleinste Differenz zweier aufeinander- 
folgender Wnrzein kennt. Diese Untersuchung erfordert nnn 
eine Berechnung, welche man ausser fttr die Gleichungen der 
ersten Grade ais unpraktisch betrachten mnss. Deswegen 
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haben wir mit viel Sorgfalt ereprtlft, ob diese Schwierigkeit 
beseitigt werden kann, nnd dies gelang uns vermöge des Nach- 
weiseSj dass die Bei echnung der kleinsteo Differenz zwischen den 
Wurzeln überflüssig ist. Die Anfeinanderfolgf dor ansznfliliren- 
den Operationf^n ist immer dieselbe, wie auch immer diese i »iti'e- 
renz sein mag, Diose Operationen sind die, welche man auszu- 
führen liiltte, wenn man im voraus wüsste, dass alle Wnrzeln 
reell sind. Allein sie werden weniger zahlreich und einfacher, 
wenn mehrere Wurzeln imaginär sind; denn die Anwen- 
dung des Theorems (A) kündigt an, dass diese Wnrzeln in 
gerader Zahl in den Intervallen, wo man sie suchte, verloren 
gehen. 

XIL Der Gegenstand des vierten Buches ist die Auflösung 
der Bnchstabengleichungen. Die Coefticienten dieser Glei- 
chungen sind algebraische Pol3niome, bei denen jedes Glied 
von der Form ha^^b^c^ ... ist [48] Die Bnchstaben a, ^, c . , . 
sind bekannte Grössen. Die £ä[ponenten n, q n. s. w. sind 
gegebene Zablen. Stellen B, C, . . . derartige Polynome 
dar, nnd betrachtet man ein Prodnet [x — A) {x-^B) {x — 0) - . . , 
das ans mehreren dieser Faotoren besteht, so ist das Resultat 
der Mnltipiication ein Polynom eines gewissen Grades in x. 
Dieses vollständige Polynom denkt man sich gegeben; die 
Anzahl der Factoren sei m. Man soll alle Polynome ersten 
Grades x — A, x — B, x — (7 n. s. w., welche man zur 
Bildmig der linken Sdte der vorgelegten Gleichung nothwendig 
vereinigen muss, finden. Hierzu muss man eine allo^emeine 
Methode entdecken; diese soll bei einer Gleichung irgend 
welchen Grades 7n die einfachen Factoren, welche den Wurzeln 
der vorgelegten Gleichung entsprechen, kennen lehren. Ent- 
halten einige dieser Polynome Aj i?, (7, . . . eine endliche 
Anzahl von Gliedern, so muss diese Methode die durch diese 
endlichen Polynome ausgedrückten Wurzeln kenneu lehren; 
legt man aber eine Bnchstabengleichung irgend welchen 
Grades m vor, so wird die Auflösung am hüuligsten Polynome 
mit einer unendlichen Anzahl von Gliederu ergeben. Jede 
ditiBcr Wurzeln wird, wenn man sie in die linke Seite der 
vorgelegten Gleichung für r einsetzt, die wesentliche Eigen- 
schaft haben, die^i«' link* Seite zu auTinlliren. Die Methode, 
welche der Gegenstand unserer Untersuchung ist, wird also 
alle Wurzeln durch eine endliche Anzahl von Gliedern, wenn 
es solche Wurzeln giebt, darstellen; ferner soll sie dazu die- 
nen, diejenigen Wurzeln, welche nicht die Form eines end-> 
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liclien Polynoms haben können, in nnendliohe Beihen au ent^ 
wickeln. 

Diese Frage gehört der Analysis speeiosa^), deren Erßiider 
Vieta ist, an. file kann vollkommen gelöst werden, und das 
Princip der Lösung iit Behon in den Schriften von Netaim^^), 
SHrling*'^) und LagrwiSfe^*') enthaltpn In Wahrheit hat man 
diese Unterenohnng immer als ein Element der Lehi« Yon den 
Beihen betrachtet, man wird aber bald sehen, dam eie sieh 
direet anf die algebraitehe Analysis beiiehl ünter diesem 
Gesiobtspnnkt betrachten wir de hier. 

jNf^eufton hat den Hanpttheii dieser Frage anf eine besondere 
Ganatmetion znrflekgeftthit, welehe immer als eine der sdiOn- 
aten analytisehen Erfindongen, die wir von diesem grossen 
Oeonneter empfingen haben, angesehen werden wird. [i9] 
LagnungB hat MerfOr einen Beireis, der niefats sn wftnschen 
Uhiig. liest, gegeben. Ohne in nnserem Werke disse ersten 
fiatdeekongen medenngeben, snehen wir hanpMehüeh die 
Methode an vervollkommnen nnd an zeigen, dass sie angleioh 
Mehter ind viel ansdehnnngsfthiger ist 

Wir wandten eine von der Newtof^wStkidu Oonstmetion ver^ 
aehiedene, die aber einer allgemeineren Anwendung fiüiig iat, 
an. Sie fahrt im Falle einer einzigen Yariablen an demselben 
Beaoltat, nimlieh der analytisehen, von hagpnmigt bewiesenen 
BegeL Von den Bneh^ben, welehe die bekannten Ordssen 
ansdrtieken, bezeichnet man irgend einen mit a, um die Rech- 
nung nach den Potenzen dieser Grösse anzuordnen; als erstes 
Glied einer Wurzel betrachtet man in dem Aiisdnick dieser 
Wurzel tlasjenige, welches den höchsten Exjionenten dieses a 
enthält. Dies vorausgesetzt, sucht man zunächst die ersten 
Glieder aller Wurzeln. Der Exponent des Huchstaben a bei 
einem dieser ersten Glieder ist eine Unbekannte, welclie ge- 
wissen Bedingungen genüsren muss : dieser Exponent ist zn 
bestimmen und so viele Werthe .^iud zu finden als die vor- 
gelegte Gleichung Wurzeln hat. Man erhält dann diese Ex- 
ponenten, deren Anzahl m ist, durch eine specielle. leicht an- 
wendbare Regel. Es mügo nun die (Jonstruction , welche wir 
zur Darstellung der Resultate dieser analytischen Heo^el aiiiro- 
waudt haben, folgen. Man betrachtet eine Anzahl verschiedener, 
in derselben IJbene gezogener sreia irr Linien. Die Lage einer 
jeden dieser Linien ward durch ein« Oleichung ersten Grades 
hestimmt: ihre zwei Coefficienten sind l>ekannt; denn sie lassen 
äich luittiittaibair aus dem ülxpoiieiiteu der Variablen iu gewisse 
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Glieder der vororeleorteii Gleichimg und dem Exponenten des 
Ilaiiptbiichstnben a in dieselben Glieder bilden. Das System 
aller dieser Geraden ist immer in seinem oberen Theil durch 
em Polygon ) dessen zwei äusserste Seiten rechts und links 
unendlich sind, begrenzt. Alle Theile der gezeichneten 
raden, welche nicht mit den Seiten des Polygons znsammen* 
fallen, liegen unterhalb dieser Seiten. Man beweist^ dass die 
Scheitel der Winkel dieses Polygons den «resiichten Exponenten 
entsprechen. Jede Abscisse eines der Winkel ist einer der 
Werthe, welchen man dem Exponenten von a geben kann, um 
das erste Glied einer Wnrzei zn bilden. [50] Die einsigen 
Exponenten, welche der gewählte Buchstabe a in den ersten 
gesuchten GUedem haben kann, sind die Absdssen der Sehettel 
dea Polygons. Die Fignr gtebt die Mittel snr Bestimmung 
dieser Abseissen klar an. Man mnss eine der ftnsseren Seiten^ 
bis man den ersten Scheitel trifft, enHang gehen, hieranf weiter 
an der soeben erreichten Seite, bis man eine zweite Seite trifft, 
dann dieser neuen Seite folgen, bis man die anstessende Seite 
trifft, u. s. w. Die analytische Regel, welehe dieser Process 
angiebt, ist die bereits von Newton, SUrling und ha/grüoige be- 
trachtete. Die Rechnung ist sehr einfach, und es giebt keinen 
kürzeren Weg, um die Exponenten der ersten Glieder zu finden. 
^l;iu Iritet sofort die Coefficieuten in den gesuchten ersten 
(^licdüiii her und bildet alle diese ersten Glieder. Die Regel 
lüsst so viele erste Glieder erkennen, wie die vorgelegte Glei- 
chung Wurzeln hat; es ist auch nicht weniger leicht, die fol- 
genden Glieder zu bilden. 

Wir haben angenommen, dass die Glieder nach fallenden 
Potenzen des Hanptbuchstaben a angeordnet sind. Man kriiiiitf 
auch eine entgegengesetzte Anordnung befolgen, man müsstc 
dann an erster Stelle das Glied jeder die^^er Wurzeln, in wel- 
chem dip«»ev Buchstabe den kleinsten Exponenten hat, finden. 
In diesem Falle wflrde die sresnchte Wurzel nach st' ii^einien 
Potenzen von a angeordnet sein. Um diese zweite Frage zu 
lösen, wendet man eine Regel an, derjenigen ähnlich, bei wel- 
cher als erstes Glied das mit dem höchsten Exponenten des 
Buchstaben a steht In der That ist dieses selbe System yon 
geraden Linien, die wir oben betrachtet haben, m seinem 
unteren Theile durch ein anderes Polygon begrenzt, und alle 
Theile dieser geraden Linien, welehe nicht mit einer Seite 
dieses unteren Polygons zusammenfallen, liegen oberhalb der- 
selben Seiten. Ddier ergiebt sich ein Process, welohor dem 
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oben beschriebontm völlig analog; ist, und man rindet uia-rh 
diese Berecliiiung die Sclieitel dieses unteren Polvgous. Diese 
Abscissen sind die Exponenten des Buclistabeu a m den 
ersten Gliedern der Wurzeln, wenn m\m sie nach ateigenden 
Potenzen von </ anordnet. Sind die Üxpunt iiten derartig: be- 
stimmt, 90 tiiiilrt man sofort dit' entspreclienden (Jlieder und 
bildet die ersten T heile der gesuchten Wurzeln. [61] Es ist 
ebenso leiclit, alle folg-enden Glieder nach derselben Kegel zu 
finden, und so gelingt es, alle Factoren ersten Grades, deren 
Product die linke Seite der vorgelegten Gleichung ist, zu bilden. 

Im Allgemeinen ergiebi die Anwendung dieser Regeln die 
Werthe aller Wurzeln der voigelegten Qieidliung ohne irgend 
w^he Sohwiarigkeit, und xvar entweder nach fallenden oder 
nacb steigenden Potemeoi des gewäidten Buchstaben geordnet. 
EUisiiien endliche Folynome, welohe der vorgelegten Gleichung 
genllgen, so findet nan der Reihe nach alle Theile dieser Poly- 
nome, und man kommt zu einer letzten Operation, welebe seigtr 
dass die Anzahl der Glieder endlich ist; ist aber die geemchte 
Wurzel nicht aus einer endtiehen Anzahl von Gliedern gebildet, 
so setzt sich die Operation unanflgeeetnt fort und die Wnrzel 
wird dnreh eine nnendliehe Beihe gegeben. Dieier AnBdmek 
ist immer derartig, dass, wenn man ihn in die vorgelegte Glel-> 
ehiing an die SteUe der Variablen einietit, afle Glieder des 
Reaniiats sieh der Beibe nach auf Nnll redMiren. 

Dieae Methode der AnflQanng ist allgemein. 9^ liast sieh 
auf Glelehnngen irgend welohen Gradea anwenden , nnd der 
Hanptbnclistabe, bezfigüch dessen die Redmong angeordnet ist, 
kann inmier 'willkOrlieh angenommen werden. Ist die vor- 
gelegte Gleichung sehr einfach, hat znm Beispiel nnr zwei 
Glieder, so dass die gesuchten Wurzeln ein einziges Badical 
enthatten, so rednirirt sieh die allgemeine Methode anf die- 
jenigen, welche man sdt langer Zeit znr Anssiehung der Wnrzel 
ans einem gegebenen Polynom kennt Kicht allem das Besnltat 
ist dasselbe, sondern auch die Rechnnngsregefai sind genan 
^cyenigen der elementaren Algebra. Hieraus ersieht man, dass 
die Methode als specielle Fälle die Aosziehong der Wurzeln 
aus Buchstabengrössen umfasst. 

Wir sagten, dass, wenn der erste Theil einer Wurzel durch 
die vorstehende Hegel bestimmt ist, man durch denselben Pro- 
cess alle folgenden Theile iindet. Bezeichnet mau mit j) den 
ersten, schon bekannten Theil der Wurzel, so genügt es, das 
Biuoiu ^ 4~ 9 ^ Stelle der Variablen x einzusetzen ; man 
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wird dann eine transformirte Gleichung vom Grade m haben, 
bei der die Variable 7 unbekannt ist. Man kann daher auf 
diese transformirte Gleichung die auseinandergesetzte Regel 
anwenden und den ersten Theil des Werthes von q finden; 
[52] es ist klar^ dass diese aufeinanderfolgenden SubstitntioBen 
alle Tkeile der Wurzel passend geordnet kennen lehren. Um 
die Anwendungen zu erleichtern, haben wir uns irorgenommen, 
von dieser Berechnung alle ttberflflssigen Operationen auszu- 
schUessen, nnd daher haben wir eine specielle Regel gebildet, 
welohe den zweiten Theil einer jeden Wnrzel ergiebt Die- 
selben Betrachtungen redndren die Bereehnnng der dritten, 
vierten und folgenden Glieder auf die elementarsten Formen, 
80 dass nur diejenigen Operationen allein anszaftthren bleiben, 
ohne welche die Wertbe der Wurzeln nicht bekannt sein könnten. 
Die Regel redncirt sich darauf, in die linke Seite der Gleichung 
den schon bekannten Theil der Wurzel einzusetzen und das 
Resultat mit einem constanten Factor zu mnltipliciren. Was 
die Gonrergenz der Annäherung betrifft, so wflrde man sie 
durch dieselben Prindpien bestinunen, welche im zweiten Buche 
entwickelt sind. Diese Convergenz ist, um allgemein zu spre- 
clien. (liejeuige, welche aus der numerischen linearen Annälie- 

Der Charakter dieser exegetischen Methode, welche alle 
Buchstabengleichungeu löst, kann nur durch verschiedene Bei- 
spiele gut auseinandergesetzt werden. Das vierte Buch bietet 
mehrere dar. Wir citiren nur die Buchstabeugleichung: 

+ x(— -\-ab + a + h) — [a^ a'b + a' -J- a^h) = 0, 

Wendet man die allgcnieine Regel auf diese Gleicliimg an uiid 
orduet die Rechnung nacii fallenden Potenzen des liuchstabeu a 
an, so findet man leicht, dass die ersten Glieder der Wurzeln: 

irs=a* + *»*, X = — oj — y — aH-'-- lauten. 

Die folgenden Glieder enthalten niedrigere Potenzen Yon a. 
Sucht man die folgenden Glieder durch Anwendung derselben 
Kegel auf, SO erkennt man; dass die auf folgenden Glieder 

alle Null sind, und dass alle auf — a folgenden Glieder gleich 

3 

— h sind. Was die dritte Wurzel , deren erstes Glied ]/ — a 
ist. betrifft, so wilrde sie zunächst in eine unendliche Reihe 
entwickelt sein, aber dieselbe Analyse wttrde zeigen, dass ihr 
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vuUbtäiidiger Werth ]/ — [a -\- 1) i8t. ;Ö3] Durch eine regel- 
mässige Berecliniinu^ würde man auf diese Art alle Factoren 
der vorgelegten Gleichung erhalten, nämlich: 

(jT-o*), (x-^a + b), (x'^a+i). 

Man könnte die Rechnang auch derartig nach dem Bnch- 
Stäben b ordnen, die Operationen würden dann nicht weniger 
leicht sein. Dieselben Regeln lassen sich anf alle Fälle an- 
wenden, und es giebt keine Bnchstabengleichnng, wie zusammen- 
gesetzt sie anch immer ist, welche man nicht so in ihre Fac- 
toren auflösen könnte. 

Wir sagten, dass die Regel, welche die ersten Glieder der 
Wurzeln kennen lehrt, durch eine Construction, die aus einem 
System yon geraden Linien besteht, dargestellt wird. Die Fig. 3 




Fig. 3. 



stellt dieses Liniensystem für das soeben eitirte Beispiel dar. 
Die Gleichungen der geraden Linien lauten: 

y = bx, y=r4:X+2, */ = 3a; + 3, 2^ = 2x4-1, 

y = aj+ B, 2/ = 4. 

Die Coefficienten dieser Gleichungen sind aus den Gliedern 
der vorgelegten Gleichung, bei denen der Buchstabe a die 

0»twa]d's Klasdicer. 127. 4 
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höchsten Exponenten bat, gebildet. Die obere Grenze ist das 
Polygon M A B C N\ das System ist unten durch das Polygon 

H ß y V begrenzt. 

Jede Buchstabengleiehung irgend welchen Grades wird durch 
diese Methode vollkommen in ihre Factoren zerlegt, nnd es ist 
nicht weniger leicht, ihre Wurzeln zu finden, als dies fflr Glei- 
chungen mit zwei Gliedern ^ die man schon lange Zeit durch 
die elementaren algebraischen Hegeln an&ulösen weiss, statt 
hat. In den Werken von Newton (Arithmetiea universalis), 
und in denjenigen von Glairfmt^'^) und anderen findet man 
besondere Processe, um die commenaurablen Wurzeln der 
Buchstabengleichungen zu finden: sie bestehen in einer Reihe 
von Versuchen, deren Berechnung unsicher ist. Durch die so- 
eben beschriebene allgemeine Methode löst man die vorgelegte 
Gleichung leichter und exacter. Newton hat die Kegel des 
analytischen Parallelogramms nur für die Berechnung der 
Keihen, welche das wahre Fundament seiner Fhixionsmethode 
ist, verwandt. 

[54] Man könnte von diesen Entwickinngen der Wurzeln 
in Keilifin aucli zur Berechnung ihrer Näherungswerthe Ge- 
brauch machen : besilsse man nicht heute eine einfachere Me- 
thode zur directcü Aufsuchung der (Frenzen, so niüsste man 
aiif dirse Lösung der Buchstahengleichuuirt'n zunickgehen. Aber 
die in deu zwei ersten Büchern auscinnndergesetzlfu Hegeln 
führen viel schneller zur thatsächlichen Kenntniss der Wurzeln 
und befreien von jeder Discussiou der Convercreuz der Reihen. 
Die vorstehende He.i^^el, welche dazu dient, die ersten Glieder 
der Wurzeln der Biirlistnbeno'leichunisren zu lnM*'n , ist zum 
Studium der Curven. wenn man sie in iiirem uncndliehon Ver- 
lauf betrachtet, nothwendig. In den Werken von Xrirton^ Sfit- 
lim/j Gramer ^ ^ ] und verschiedenen anderen Autoren findet 
man bemerken swerthe P>pispiele. Man kann diese Kegel aus 
den Coustructionen herleiten, oder, wie es Lagranqr gemacht 
hat, auf einen rein analytischen Process reduciren. Eigentlich 
gehört diese Untersuchung der Betrachtung der linearen Un- 
gleichheiten) deren Principien wir in unserem siel)enten Buche 
auseinandersetzen, an; dies ist der llgemeinste Gesichtspunkt, 
von dem aus die Untersuchungen dieser Art' betrachtet werden 
können. 

XIU- Im vierten Buche haben wir auch eine yiel compli- 
cirtere Frage als die Aufsuchung der Wurzeln einer einzigen 
Buchstabengleichung betrachtet; dieselbe hat die gleichseitige 
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Auflösung zweier BnehstabeBgleiehimgen mit zwei Unbekannten 
sum Gegenstand. Jedes der Glieder dieser Gleichungen ist 
Ton der Form J72;''^t/" ; x und y bezeichnen dabei Unbekannte, 
H ist ein Buehstabenpolynom , das aus bekannten Grössen 
Uj Cy n. s. w. gebildet ist. Die Frage besteht darin, fflr x 
und y zwei ans den Buchstaben a, n, s. w. gebildete Poly- 
nome zu finden, welche, wenn man sie gleichzeitig an die 
Stelle von x und y in die vorgelegten Gleichungen A = 0, 
B =z 0 einsetzt, die zwei Functionen .1 und B annulliren. Das 
System der zwei Werthe von ./ und //, welches diese Eigen- 
liatt li;it, bildet eine Jjösung der zwei voigolegten Gleichungen. 
Man soll alle möglichen Lösungen durch Angabe der (ilieder, 
aus denen sich die Werthe von x und /y zusammensetzen^ 
finden. Lassen die Gleichungen .4 — 0, /? = 0 coramensu- 
rable Werthe von :r, // zu, so dass die Polyii<mie. welche diese 
"W^^tlie ausdrücken, nur eine endliche Anzahl von (Uiedern 
eiitlialten, 80 sind diese Polyiiume nothwendig diiieli die all- 
gemeine Itesrel . welche wir iui Anp* haben, bestimmt. [55^ 
Lassen ai)er die Werthe von x und // nicht diese cndlielieu 
Ausdriieke zn , so muss die Jiogel succesaiv alle Glieder der 
Entwicklung dieser Werthe ergeben. 

So dehnen wir die Principien der Auflösung, die wir vor- 
her auf Buchstabengleichungeu mit nur einer einzigen Unbe- 
kannten angewandt haben, auf zwei Gleichungen nnd allgemein 
auf mehrere Gleichungen, wenn ihre Anzahl gleich derjenigen 
der Unbekannten ist, aus. Diese Entwicklungen der Wurzeln 
mehrerer Gleichungen bieten in der Anal} sis wichtige Anwen- 
dungen dar. Zum Beispiel dienen sie im Falle zweier Glei- 
chungen dazu, die Natur der krummen Oberflächen in ihrem 
unendlichen Verlauf und ihre asymptotischen Bchalen kennen 
zu lehren. Diese Ausdrttcke fflr die Wurzeln könnte man auch 
dazu verwenden, die Gleichungen, welche mehrere Unbekannte 
enthalten, auf eine angenäherte Art zu lösen; aber diese An- 
wendungen sind hier nicht der Gegenstand unserer Unter- 
suchung. Wir wollten nur kennen lernen, ob es für die Buch- 
stabengleichungen mit mehreren Unbekannten algebraische Regeln 
giebt, welche denen fflr die Wurzeln einer Buchstabengleichung 
analog sind; in der That bewiesen wir, dass die Methoden 
der Auflösung nicht auf die Buchstabengleichungen, welche 
eine einzige Unbekannte enthalten, beschränkt sind. Sie dehnen 
sich auf sämratliche Gleichungen, bei denen die Anzahl der 
Unbekannten gleich der Zahl der Gleichungen ist, aus; die 

4* 
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Rechnung ist zwar complicirter, aber doch von deraelbeii Natur. 
Man findet zuerst das erste Glied jeder Worzel» d. h. dasjenige, 
bei welchem der zur Ordnung der Rechnung gewählte Buch- 
stabe einen grösseren Exponenten enthält, als es diejenigen 
desselben Buchstaben in allen folgenden Gliedern sind. Man 
bildet auf diese Art so viele erste Glieder als es verschiedeiie 
Lösungen giebt. Jede Lösung umfasst zwei Werthe von x 
und y, welche gleichzeitig in die zwei vorgelegten Gleichungen 
gesetzt^ beiden genfigen. Dies ist die Berechnung dieser ersten 
Glieder, welche den unendlichen Verlauf der Obeiäächen Icennen 
lehrt. 

[56] Betrachtete man drei Gleichungen mit drei Unbekann- 
ten, so würde eine jede Lösung aus drei gleichzeitigen Werthen 
von Xy X gebildet sein. Allgemein besteht diese Methode 
der Auflösung der Buchstabeugleichungen darin, sueoessiv alle 
Theile der Wurzeln, bei denen der gewählte Buchstabe den 
grössten Exponenten hat, zu finden. Man kann dabei irgend 
einen von den Buchstaben, welche die bekannten Grössen aus- 
drücken, auswählen. ll:it man die ersten Glieder ulier Lusungeu 
gefuüdeu, so kann man die folgenden Glieder durch Anwen- 
dung derselben Methode linden. 

Ereiornet es sich, dass eine oder mehrere der Wurzeln 
ciureh eine endliche Anzahl von Gliedern ausgedrfickt werden 
können, so h(>rt die Methode bei dem letzten existireudeu (iliede 
auf. Man erkennt, dass alle anderen Null sind. Im alltre- 
meinen alier führen diese Operationen zu Keihen. Sie k^ijiuteu 
dazu dienen, die Näher uusrswerthe der Wurzeln der iiDinori- 
seheu Gleirliungen mit mehreren Uuhekannten zu bestiiiiinen, 
wir li;il)eu .ilier diese letztere Fräste nieht l>elian<l'Mt. Sind 
mehrere algdu-aiselie ( Ueichniigcn \ orgelegt und ist ihre Anzahl 
gleich derjenigen der 1 nbekannten, so weiss man, dass von 
diesen Unbekannten eine willkürlich gewählte, dann eine zweite, 
dann eine dritte, u. s. w. eliminirt werden kann und dass man so 
zu einer Endgleichung gelangt, die nur eine einzige Unbekannte 
enthält. Es giebt mehrere einfache Fälle, bei denen diese Eli- 
mination die gesuchten Lösungen erkennen lassen kann, und 
es ist bemerkenswerth, dass in allen Fällen eine Schlnssglei- 
chung existirt. Aber dieser Satz ist rein theoretisch; er be- 
weist nur, dass alle Wurzeln der algebraischen Gleichungen 
eine gemeinsame Natnr haben; jede derselben ist Unbekannte 
bei einer gewissen algebraischen Gleichung. Dennoch darf man 
nicht schliessen, dass dieser Process der EÜmination die Methode 
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darstellt, welche man befolf^en muss, um zur thatsächlichen 
Keiüitinss der Wurzeln zu ^t'lan«<en: dieser Weg würde viel 
zn complicii't sein. Für (Tloichuuo;eii h<>liereu Grades wäre er 
unpr.'iktiscli , und seihst iu der Mehrzalil <1^^r Fälle erforderte 
diese ^Methode eine sehr aufmerksame Prütung-, um die Kin- 
fiihriin^ der Frage fremder Factoren zu vermeiden, d. h. soleher, 
welche nicht gleichzeitig die linken Seiten aller vorgelej^ttjn 
Gleichungen annulliren. [57] Obgleich man diese aus der Eli- 
mination hervorgehenden, iiberflttdBigen Factoren vermeiden 
oder absondern kann, würden die ausserordentliche Complieation 
der Reohnmigen und die Schwierigkeit, alle versebiedenen T^ö- 
flimgen separat zn bilden, immer den thatsächlicheu Gebrauch 
dieser Kegeln ausschliessen, ausser in sehr einfachen Fällen, 
die im voraus als Beispiele gewählt sind. Man muss sagen, 
dass man sich damit zufrieden geben mtlsste, die Lösungen 
Ton Gleichungen mit mehreren Unbekannten nicht zn kennen, 
wenn die Analysis sie nnr dnrch Eliminationsprocesse zn be- 
Btimmen yermöchte. 

Wir betrachten die Auflösung vma mehreren Buchstaben* 
gleiehungen von einem ganz anderen Gesichtspunkte. Wir be- 
baltcB bei den vorgelegten Gleichungen ihre urspran^chen 
Formen bei und suchen, Indem wir gleichzeitig alle ihre Co- 
ef&cienten veigleichen, die Wurzeln durch gleichzeitige Anf- 
Idaung dieser Gleichungen zu finden. Wir beweisen in der 
Tfaat, dass keine Elimination nöthig ist und dass man die 
ersten Glieder der Wurzeln sofort nur aus der alleinigen Be- 
dingung, dass die gleidizeitige Substitution dieser Wurzeln 
gleichzeitig alle vorgelegten Gleiehungen befriedigen muss, be* 
stimmen kann. 

Der Gegenstand unseres vierten Buches ist daber, die 
Principien darzolegen, welche zu dieser Auflösung der Buch- 
stabengleichungen dienen. Wir wenden die Gleichungen sofort, 

wie sie vorgelegt sind, ohne etwas an ihren Ooeffioienten zu 
ändern, an; es gelingt uns dann, die successiveu Glieder, 
welche die Wurzeln bilden sollen, zu finden. Jede Lösung 
besteht aus ebejiso\ ieleu Wurzeln, wie es verschiedene Unbe- 
kannte giebt, und die gleichzeitige Substitution muss gleich- 
zeitig!: alle linken Seiten der Gleichungen annulliren. Zunächst 
muis man die ersten (ilieder der Wurzeln, welche eine und 
dieselbe Lösung bildeu, linden. Diese letztere Frage ist viel 
complicirter als diejenige, welche sich auf eine einzige Buch- 
stabengleichung bezieht; aber sie wird aucii nach einer sicheren, 



Digitized by Google 



Ö4 



Joseph Fourier. 



auf Gleichuu^eu irgend welchen Gradea anwendbaien Kegel 
gelöst. 

Wir fiilireii hier das lol^^eiidc Bcispiol un, welches zwei 
Gleichungen mit zwei Unbei^aunten darbietet, nämlich: 

X^y^ — y^xa' + 1=0, 
x*y*a — y^xa* -|- 3 ==: 0 . 

[58] Wendet in;iii ;iut" diese zwei Gleichungen die Frin- 
cipien, welche wir soeben angegeben haben, an, so findet man 
zwei verschiedene Lösungen; die erste wird von zwei zu- 
sammengehörigen Werthen von x und deren erste Glieder: 

X = a • |/3 

lauten, gebildet; die zweite Lösung umfasst die zwei anderen 
Werthe von x und welche als erste Glieder: 

1 -.4 

21 ' 

haben; dies sind die eröten Theile der Unbckaiiiiten ./• und y. 

Um die folgenden Glieder zu finden, muss man das Binom 
p + q fttr X und das Binom p -\- q für y einsetzen; p undj»' 
bedeuten dabei die ersten bekannten Glieder, q und q sind 
die Summen der folgenden Glieder. Die neuen Unbekannten 
sind q und und man hat zu ihrer lkstimmung zwei Glei- 
chungen. Man wendet dann dieselbe Kegel an, um die ersten 
Glieder von q und q\ welche die zweiten Glieder der gesuchten 
Wurzeln sind, zu finden. Verfolgt man die Rechnung nach 
denselben Principien, so findet man die folgenden Theile der 
Wurzeln. 

Man sieht, dass die vorgelegten Gleichungen nur zwei m5g- 
liehe Lösungen besitzen. Die eine enthält in den ersten Qlie- 

1 5 

dera die Potenzen — nnd — — von a ; keine andere Com* 

6 b 

binatioa würde gleichzeitig den zwei vorgelegten Gleichungen 
genügen können. 
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Hetrelfs der Rcö:elj welche die ersten Glieder der Wurzeln 
kennen lehrt, beb« liränken wir nns auf die Auslage, da.^s man 
aneh diese Hestimniung auf Coustructionen zuriu ktuhren kr»niiti': 
durch dieses iMittel haben wir die ersten (Uieder der zwei üben 
angegebenen Lösimgen orebildet. L'ebrij^cns ist die Anfaueluing 
der Exponenten dieser ersten Glieder ein l*ro])lem der Analysis 
der linearen Ungleichheiten; aber der Gebrauch von < oii>1rue- 
tioneu k^nn auch hier diese Theorie ersetzen. Man würde 
zur Auffindung der ersten Glieder der Lösungen durch succes- 
sive Yeranche von Combinatioiiea von verschiedenen, den Ex- 
ponenten zuertheilten Werthen gelangen: [59] die Verwerthung 
der Theorie der Ungleichheiten oder diejenige der Constmo- 
tionen ergänzen diese YerBnehe. üebrigens ist diese Anwen- 
dung nnr nnvermeidlich, wenn die Anzahl der in die vor- 
gelegten Gleichungen eintretenden Glieder zu gross w'&re; in 
diesem Fall können anch die Regeln nicht immer die Länge 
der Bechnnng voranssehen lassen. Wie dies anch sei, jeden- 
falls bleibt es sicher, dass man immer znr exacten Bestimmung 
der ersten Glieder aller möglichen Lösungen gelangt. Die fol- 
genden Glieder entdeckt man ebenfalls allein durch Anwendung 
derselben Begeln; auch der Weg der Operationen vereinfacht 
sich mehr und mehr, denn diese Glieder können nur Expo- 
nenten besitzen, die niedriger als die schon bestimmten sind; 
diese Bedingung erleichtert die Untersuchung. 

Die soeben ausgesprochenen Sätze lassen sich auf alle 
Gleichungen mit mehreren Unbekannten, welches auch ihre 
Zahl und ihr Grad sei, anwenden: die Operationen sind aber 
desto couiplicirter, je ^riisser die Zahl der Gleichungen ist. 
Dennoch ist es klaw dass die Auflösung mehrerer lUichstaben- 
gleichungen sich vermöge dieser Principien, ohne liads iniiu 
auf die successiven Eliminationen zurückzugehen braucht, aus- 
fuhren lässt. Die Methode der Aufl<isnncr ersieht im allge- 
meinen die Entwiekluugon der Lösungen in unendliche Reihen. 
Der Gebrauch dieser Keihen, oder besser die IJereehnnnsr der 
einzelnen ersten Glieder, soll Imuptsächlich auf die l)iscu»ioii 
der Curven oder der krummen Oberflächen, um ihren uneud- 
lielien Verlauf zu )>etrachten, angewandt werden. Der nll^e- 
uiemäte Satz dieser Theorie Inutet, die Auflös>ini^ mehrerer 
Gleichungen ist von jedem Elimiuationsprocesse nna))häiitrijr 
imd niuss in ^gleichzeitiger Berechnung aus den vorgelegten 
(deichungen, ohne irgend welche Aenderung an den ursprüng- 
lichen Coefßcienten vorzunehmen, bestehen. 
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XIV. Das fünfte Bnch soll naehweiaenf dass die in den 
Yoranfgehenden BUehern daigelegten Principien der' algebra- 
ischen Analysis sich aaoli anf transcendoDte Fnnctioneii an- 
wenden lassen. Hauptsächlich haben wir dabei diejenigen 
dieser Functionen im Auge, welche die Mathematiker bis jetzt 
betrachtet haben, zum Beispiel die^ welche man in den Werken 
von Euler findet^ oder die, welche mehrere Mathematiker nach 
einander in Untersuchungen aus der Dynamik oder ^mathema- 
tischen Physik verwandt haben, [60] speciell aber die von um 
in die Warmetheorie eingeführten. Wir betrachten die Glei- 
chungen^ welche aus transcendenten Ausdrücken, deren Werth 
sich, wie auch immer sonst die Natur der Function sei, durch 
unmerkliche Zuwächse ändert, gebildet sind; oder wenigsteus 
betrachten wir die Theile irgentl welcher n .uiseendenten Func- 
tionen, die sich so durch unmerküche. Zuwächse ändern. Auf 
diese Art schiiesst man aus, dass in den Functionstlieilen, auf 
welche diese Untersuchungen angewandt werden, die VV'erthe 
vuiii Tosltiven zum Negativen, ohne im Intervall Null zu werden, 
übergehen ; wenn diese Bedingung aber nicht statt hat , so 
hindert nichts, jeden Thoil, in dem die Gontiuuität besteht, 
ßejt.irat zu ])ni fen, 

Die algebraischen ganzen Functionen haben den eigentbflm- 
lichen Charakter, sicli immer durch fortgesetzte Differentiationtn 
auf einen constauten Werth zu reduciren; bisher haben wir 
diese Bedingung zugelassen. Man muss jetzt bemerken, dass 
die ITanptsätze, zu denen wir geführt worden sind, nicht von 
dieser Bedingung abhängen. Um die Beweise ehifacber zu ge- 
stalten, haben wir dieselbe zunächst vorausgesetzt; prüft man ; 
aber diese Beweise sorgfältig, so erkennt man, dass sie einen | 
viel ausgedehnteren Gegenstand umfassen; es ist nicht nötbig, 
dass die fortgesetzte Differentiation die Functionen auf con* 
staute Werthe reducirt. 

Es wurde zum Beispiel im ersten Buche bewiesen, dass, 
wenn die Substitution der Grenze a in die Reihe der abge- 
leiteten Functionen aller Ordnungen Resultate ergiebt, welche 
Glied für Glied mit denjenigen, welche ans der Snbstitation 
einer anderen Grenze b in dieselben Functionen hervorgehen, 
Ubereinstimmen, die Hauptgleichnng fx ^ 0 im Intervalle der 
zwei Grenzen keine Wurzel haben kann. Dieses Lemma ist 
wichtig, und wir haben von demselben oft bei verschiedenen 
algebruschen Untersnchungen Gebrauch gemacht. Es ist sicher, 
dass dieser Batz sich nicht anf dieselbe Art anf algehnusche 
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Fnnctioiicn iiiid trarisceiuleute Ausdrücke umvenden lilsst. Ist 
zum Beispiel sin x die Hauptfiiuctiun und sind die zwei Grenzen 
a und b bezüglich a und a -{- 2 ;r, so werden die zwei lieihen 
von Resultaten Glied für Glied dieselben sein. [61] Nim ist 
klar, dass mau hieraus nicht schliessen kann, die Gleicbung 
sin .' —0 habe in diet^em Intervall von a bis a 2rr keine 
Wurzel; der Beweis, den wir von dem frao^licheii Lemma jre- 
geben haben, beweist in diesem Falle, dass eine abgeleitete 
Gleichung einer gewissen Ordnung, wie f^'^^x) = 0, ZNvischen 
den zwei Grenzen <7 und b nicht mehr Wurzeln haben kann, als 
die Gleichung f^^'^^^x) = 0 von höherer Ordnung bei belie- 
bigem i in demselben Intervall besitzt. Dieser Satz hängt nicht 
von der Natur der zu differentirenden Function ab ; mit diesem 
Schluss IDDSS man sieh zufrieden geben; denn das Intervall 
der Grenzen ist zu gross, als dass die erBten Substitutionen 
die Grenzen jeder Wurzel angeben können. 

XV. Wir wollen jetzt vier allgemeine Sätzfe aussprechen; 
isie dienen, wenn man die Principien der algebraischen Ana^ 
lysis auf die transcendenten Functionen anwendet, zur Be^ 
Stimmung der Grenzen und Werthe der Wurzeln, 

1. Im ersten Buche sind gewisse Relationen angegeben; 
diese verknüpfen die ganzen Zahlen, die wir Indioes nannten 
und die den abgeleiteten Functionen entsprechen, unter sieb. 
Wttrde man für eine gewisse Function /^") {x)^ die in der Reihe 
der Abgeleiteten von f{x] liegt, den Index i kennen, wobei a 
und b die zwei Grenzen sind, auf welche dieser Index sich 
bezieht, so wflrde man schliessen, dass die Gleichung /*(")(a;) = 0 
im Intervall dieser Grenzen nicht mehr als i Wurzeln haben 
kann; d. h. hfttte man die Gleichung fi^) [x] = 0 zu lösen, so 
mitsste man eine Anzahl i ihrer Wurzeln zwischen a und b 
suchen. Betrachten wir dann die abgeleitete Gleichung, die 
links von f^"M^x) steht, nämlich /'^'*"''*^(./ ), und bezeichnen wir 
mit i' den neuen, f^''^'^^\x] entsprechenden Index, so wird 
man schliessen, dass man bei der Auflösung der Gleichung 
f(^*^{x) == 0 eine Anzahl ^ dieser Wurzeln in demselben 
Intervall der Grenzen a und b suchen muss. Die Indices i 
und ^ können, wenn die Function f{xi transeendent ist, zu- 
nächst unbekannt sein, aber zwischen diesen zwei Indices be- 
steht eine nothwendige Relation. Die Zahl i ist /, oder t — 1 
oder i 1, und m;m erkennt immer, welcher dieser drei Fälle 
btatt hat. Es genii^i. die Resultate der Substitution von a in 
f^^'^x] und mit den Kesultaten der Substitution von 
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b in dieselben Functioneu zu vergleichen. Man wird alao Fol- 
gendes hinschreiben: 



und piüieu, ob die ans den zwei aufeinander foltr iKii u (iii^ ilem 

hervorgehende Combinatiou ein Zeiclien- 
wech^el oder eine Zeichenfolge ist. Dann wird man sehen, 
ob die Combinatiou der zwei ntifeinandertolgenden Glieder 

ein Zeichenwechsel oder eine Zeichenfolg'e ist. 
Ist die aus den Substitutionen hervorgehende Combination in 
der ersten wie in der zweiten Reihe ein Zeichenweehsel, oder 
ist diese Combinatiou sowohl in der ersten als auch in der 
zweiten Reihe eine Zeichenfolge, so ist der neue Index i' der- 
selbe wie der vorauiigehende i. Ergiebt aber die erste Reihe 
eine Zeichenfolge, welche in der zweiten Reihe einem Zeichen- 
wechsel entspricht, so hat man — 1. Entspricht end- 

lieli ein Zeicbenwechsel in der ersten Beihe einer Zeichenfolge 
in der zweiten, ao hat man i ^ i' + 1. Diese Sätse resnltiren 
aus der im ersten Bnehe zur Bildung der Indiees, welcbe den 
anecessiven Derlvirten entsprechen, gegebenen Regel nnd hängen 
nicht von der Natnr der Function f^^^(x) ab. In der Tfaat 
bernhen diese Sätze auf dieser allgemeinen Vorauaaetsnng, dass, 
wenn die eingesetzte Zahl sich durch unendlich kleine Znwäehse 
vermehrt, die Reihe der Vorzeichen, wenn die eingesetzte Zahl 
gleich einer Wurzel wird, einen Yorzeichenwechsel verliert. 
Die Wahrheit dieser Bemerkung ist nun nicht auf die algebrsr 
ischen Functionen beschränkt; es ist dies eine Eigenschaft 
jedes Schnittpunktes, wie auch immer die Figur der Curve ist, 
welche die ./ -Axe schneidet. 

Man ersieht daher, dass, wenn der eijier ubgeleiteteii i uiic- 
tiou entspreeliende Index bekannt ist, muu die Indices, welche 
für dasselbe lutcrvall der zwei Grenzen a und b der vuiaiif- 
geheuden oder folgenden Function entsprechen, leicht be- 
stimmen kann. Sind zum Beispiel die Uesultate der Substitu- 
tion von a in die ganze Keilie der ab^releiteten FunctioDeu 
dieselben wie die Resultate der Substitution \on h in diese 
Functionen, so erleidet der Werth des Iudex / keine Aenüe- 
ruu^, so dass die (Ueichuug /'C'0o> 0 zwischen den Grenzen 
II und h nicht mehr Wurzeln haben kunu, als eine andere 
abgeleitete Gleichung / ("■^y)(ic. = 0 bei beliebigem Werth der 
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Zahl j zwischen denselben Grenzen besitzt. [63] Ist die ur- 
spriinglicLc Function fx die linke Seite einer algebraischen 
Gleicliunjr, so ergiebt die fortj^esetzte 1 )itrerentiatiou siebor, 
wenn m der Grad der vorgelegten Gleichung ist, eine Con- 
stantc /"■■^"^■^x). Man gelangt dnun zu einem ersten Index, 
welcher augensclieinüch iSull ist. Da in dem Beispiel alle 
liulices die gleichen sind, so folgt, dass die urspriingliclie Glei- 
C'huno: f(x) = 0 keine Wurzel in diesem Intervalle haben kann; 
dies ist das Leniina des Artikels XXXIV des ersten Buches. 
Ist die iraiiptgleicliuug fx = 0 nicht algebraisch, so ist es 
klar, dass mau nicht denselben Sehiiiss zielieu kann; aber 
niaTi wird wenigstens die Relation keiiuen, welche zwischen 
eiiieiii Index i, der einer mit f^^^{x) bezeichneter! Derivirten 
eiits])rieht und dem Index T, welcher der DerivirhMi von einer 
um eine Einheit weniger hohen Ordnung, nämlich /^'^"'^(-f), 
entspriclit, besteht. Folglich wird man durch dasselbe Nüttel 
die Relation des Index i der Function mit dem iudex j 

der Hau])1function fx bestimmen; würde man / kennen, so 
könnte man den Werth von j herleiten. Wir werden beweisen, 
dass man immer ein gewisses Intervall z/, filr welches der 
einer Function f^\x\ entsprechende Index Kuli ist, angeben 
kann. Geht man daher von dieser Function bis zur Haupt- 
function fx^ so wird man die Indices der anderen Functionen 
für dasselbe Intervall bestimmen und auf diese Art die An- 
zahl der W^urzeln der vorgelegten Gleichung fx = 0^ welche 
man dort suchen soll, erkennen. 

2. Bezeiohnet fx eine bestim mte transeendeute Fanction, 
nnd A einen gegebenen Werth der Variablen x, so kann man 
stets ein solches Intervall z/ bestimmen, daas eine gewisse ab- 
geleitete Gleichung f^^^(x) = 0 im Intervall von Ahis A-\~ J 
keine Wurzel haben kann; der diesem Intervall eigenthümliche 
Index i ist dann sicher Null. Die vorgelegte Gleichung fx = 0 
ist nach unserer Annahme bestimmt, d. h. der Ausdruck fx 
beslammt den Werth der Fonclion fx filr jeden Werth der 
Variablen x völlig, entweder ergiebt er diesen Werth exaet 
durch eine endHehe Anzahl von Operationen, oder er ei*giebt 
angenftherte Werthe, die so wenig wie man will differiren, 
dies letztere tritt zum Beispiel ein, wenn fx durch eine con- 
vergente Reihe gegeben ist. Würde der Ausdruck f{x) nicht 
fflr jeden Werth der Variablen den Functionswerth bestinunen, 
80 könnte man sich die Aufgabe die Qleichung f\x) s= 0 auf- 
zulösen nicht stellen. [ß4] Wie auch die Natur des Ausdruckes 
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f(T) sein möge, immer kann man mit dessen Iltilt'e eikeTineii, 
ob für irgend einen Wertli A der Variablen r der Fiinci ions- 
werth f[x] grösser oder kleiner als eine vorgegebene Zahl B 
ist. Der Ausdruck f[x) ergiebt auf diese Art den Functions- 
werth f(Ä) entweder exaet oder durch eine convergente Reihe 
oder durch einen anderen Process, welcher für diese Reihe 
tritt uud vermoore dessen man die Grenzen für den Werth von 
f[Ä] unbegrenzt näher bringen kann. Fibenso verhält es sich 
mit jeder abgeleiteten Function von beliebiger Ordnung; denn, 
da die Hanptfunction völlig bestimmt ist, so ist die Fluxion 
irgend welcher Ordnung auch bestimmt. Hieraus folgt dann 
streng, dass, wenn man mit Ä irgend einen vorgegebenen Werth 
der Variablen x bezeichnet, man immer ein solches Intervall J 
bestimmen kann, dass fttr eine Derivirte irgend welcher Ord- 
nung f^^^x) die Gleichung f^^^x) = 0 in dem Intervall von 
A\A% A + J keine Wurzel haben kann, d. h. dass alle Werthe 
von f^^'^[r] in diesem Intervalle dasselbe Vorzeichen haben. 
Wie auch der Ausdruck fttr f{x) beschaffen sei, hat er zum Bei- 
spiel die Form einer Beihe, so setzt die Convergenz der Reihe 
eine Bedingung der Ungleichheit, welche folglich in der ganzen 
Ausdehnung eines gewissen Intervalls besteht, voraus. In 
diesem Intervalle kennt man zwei verschiedene Functionen, 
welche als Grenzen für den Werth von (j) dienen, und 
man kann den Zuwachs J so bestimmen, dass beide Grenzen 
för /' '^(j) im Intervall von ^4 bis .1 + licsnltate von dem- 
selben Vorzeichen ergeben. Hieraus schliesst man, dass keine 
Wurzel der Gleichung = 0 zwischen A und A -\- J 

gesucht werden darf; in diesem Intervall ist der Index i 
sicher Null. 

Mittelst des ersten Satzes bestimmt man dann den Werth 
des Index, welcher tür dasselbe Intervall der Hauptgleichung 
entspricht. Obgleieli die vorgelesrte Function f(.r] nicht alge- 
))raiseh ist, SO gelingt es trotzdem, die Anzalil der Wurzeln 
der Gleichung f{x) = 0, die man in dem fra^lielieu Intervalle 
suchen mnss, zu erkennen; auf jedes der folgenden Intervalle 
lässt sieh derselbe Process anwenden. Man findet daher die 
Intervalle, in denen die Wurzeln zu suchen sind, und bestimmt 
mit Htilfe der in den ersten Büchern auseinandergesetzten 
Regeln die Natur und die Grenzen der Wurzeln. 

^65 1 Im fünften Buche haben wir verschiedene Beispiele, 
welche diese Anwendung der Principien der algebraischen 
Analysis aufzuklären geeignet sind, angegeben. Die Anwen- 
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dimg beruht auf dem allgeiuemen Begriff der Zeichenwecli^sel 
i\iid Zeicheufolgeu : es hiesse einen bedeutenden Thell der 
algebraischen Kiniät abschneiden, wollte man diese Begriffe 
nicht in die Theorie der transcendenten Functionen einführen. 

XYI. 3. Wenn eine transeendente oder algebraische Func- 
tion (p[x; voirgelegt ist und man alle reellen oder imaginären 
Werthe des or^ nämlich er, y, Ö, . , welche die Function 

(fy{pc} annuUiren, abzählt und das Product |l — ^j, |l — 

^1 — * * • aller einfachen Factoren, welche den Wurzeln 

dtT (ilciohuug f| ir = 0 entsprechen, mit f^r) hezeichnet. so 
wild dieses Product von r/^(.r! verschieden sein können. Die 
Function tpKr] kann, anstatt /(.r) äquivalent zu sein, das Pro- 
duct eines ersten Factor? /'(x) in einen zweiten F[.r] werden. 
Dies wird eintreten kennen, wenn der zweite Factor F[.r] fttr 
jeden reellen oder imaginären Werth, den man dem r giebt, 
nicht aufhui*t, eine endliehe Grösse zu sein oder wenn dieser 
zweite Factor nur durch die Substitution von Werthen des x, 
die den ersten Factor /*(./•) unendlich gross machen, Null wird. 

Umgekehrt hat die Gleichung F(x) — 0 Wurzeln und wird 
durch jene der Factor f{x) nicht unendlich gross, so ist das 
Product aller Factoren ersten Grades, welche den Wurzeln von 
(f (./ = 0 entsprechen^ sicher mit dieser Function g) (x) ftquir 
▼alent*). 



*} 1. Ezistirte ein Factor Fix], welcher für keinen reellen oder 
imaginären Werth des x Null werden könnte, wäre zum Beispiel 
F'x eine Constante .1 und f r = sin .c. so würden alle Wurzeln 

von A sin r = 0 (üeselbeTi wie die von «in r — ^ein: das Pro- 
duct aller einfachen i actoreu, welche den \\ urzeiu von .1 sin :r = 0 
entsprechen, würde nur sin j: und nicht A sin j: ergeben. Ebenso 
wttrde es sein, wenn der Faetor Fx keine Constante wire und ein 
Factor Fx existiren könnte, welcher für jeden reellen oder imagi* 
nären Werth, den rann dem x ertheilt. nicnr Miifh()ren würde, einen 
endlichen Werth zu haben; dann würden alle Wurzeln der Glei- 
chnnpr sin r . fir = 0 auch diejenig'en von sin .r = 0 sein; denn 
da& Produci sin x • Fx könnte man nur , wenn man sin x zu Null 
macht, annuUiren. Daher wflrde das Product aller Factoren, die den 
Wurzeln von rpx — O entsprechen, sin x und nicht sin x • Fx ergeben. 
Man sieht nl^o. in diesem Falle wäre es möglich, dass das Product 
aller einfüflion Factoren nicht rpx ergiebt. 

2. Hat die Gleichung Fx — 0 Wurzeln, die reell oder imaginär 
sein können, — dies schliesst den Fall, in dem Fx eine Constante 
oder ein Factor mit stets endlichem Werthe ist, aus — und wird 
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[66] 4. Ist eine algebraische oder transcendente Gleichung 
rp [x] =: 0, welche ans einer endlichen oder nnendlichen Anzahl 
von reellen oder imaginären Factoren: 

('-:)■('->). ('-f). (-*)■■■ 

gebildet ist, gegeben, so findet man die Anzahl der imaginäreu 
Wurzeln, die Grenzen der reellen Wurzeln und die Werthe 
dieser Wurzeln durch die in den ersten Bflchern auseinander- 
gesetzte Methode der Auflösung, welche sowohl für den Fall, 
dass die fortgesetzte Differentiation <p[x) auf einen eonstanten 
Factor zurückführt, als auch in dem Falle, dass die Diffe- 
rentiation unbegrenzt fortgeführt werden kann, genau dieselbe 
ist Die Gleichung <px.^O hat genau ebenso viele imaginäre 
Wurzeln als es reelle Werthe des x giebt, die, in eine zwischen- 
liegende ai^geleitete Function eingesetzt, für diese Function 
Null und für die yoraufgehende und die folgende abgeleitete 
Function zwei Resultate desselben Vorzeichens ergeben. Ge- 
lingt es also zu beweisen, dass kein reeller Werth des .r exi- 
stirt, der eine abgeleitete zwischeuliegende Function zum Ver- 
schwinden bringt und der voraufgehenden und foliroiuku Func- 
tion dasselbe Vorzeichen giebt, so hat die \ urj^ch irii' Oleichun«: 
sicher keine iuiaginüre Wurzel. Prüft mau zum Beispiel deu 
Ursprung der transcendeuten Gleichung: [67] 

.»»3 /y»4 

^-f.^.^w. ^1 2. 3J'^ (1.2 3 4)* 

i\\e i uui tion f.r durch die Wurzeln von Fx unendlich, so wird 

dasProduct /X'i'V ^ und kann einen von <px sehr verschiedenen 

Werth haben. Ergeben aber die Wurzeln von Fjc = 0 fiir fx einen 
endlichen Werth, so würde das Product fx • F.i\ wenn F.r = ö ist. 
Null werden Nun würde die vollständige AbzHIilunij: der Wurzeln 
der Gleichung (f x = 0, oder fx ■ F r = 0 die Wurzeln von i'\r = 0 
umfassen. Durch fx haben wir aber das Product aller einfachen 
Factoren. welche den Wurzeln von = 0 entsprechen, dargestellt: 
daher würde es gegen die Annahme sein, zaztuasseri, dasB es auch 
einen anderen derartigen Factor Fx^ dessen Wnrzeln ancb Factoren 
von ff X sind, giobt. Dios wiir<le voraussetzen, dass raan kpine 
vollstiindig-e Abzahlung der Wurzeln der Gleichuncr 'f.' —") vor- 
genommen hatte, denn man hat das Product der einlachen Factoren. 
welche den Wnrzeln dieser Gleichung entsprechen, allein durch fx 
ausgedruckt. 
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ao haben wir bewiesen, dnss sie aus dem Producte einer un- 
encllu^hen Aniahl von Factoreu besteht. Betrachten wir eine 
^evrisse recnrrente EelaÜon, welche zwischen den Coefßcienten 
cler abgeleiteten Functionen verschiedener Ordnim^n besteht, 
80 erkennt man die Unmöglichkeit, dass ein reeller, in drei 
aufeinanderfolgende abgeleitete Functionen eingoBetster Werth 
won X die awisehenliegende Function annnliire nnd für die 
voraufgehende nnd folgende Function zwei Reanltate desselben 
VorzeichenB ergebe. Hieraus sohEesst man mit Sieherbeit, 
dass die Gleiehnng (1) keine imaginttren Wurzeln baben kann. 

Die im ersten Bnebe angegebene Regel, dnrcb welebe man 
leicht erkennt, ob die zwei Wurzeln, welebe man in einem 
Interrall snehen mnss, reell sind oder in diesem Intervall rer- 
loren geben, Hast sieb direet auf jede algebraische oder trans- 
aeendente Glelobung, die so aus einer endlieben oder unend- 
lichen Anzahl reeller oder imi^inärer Factoren gebildet ist, 
anwenden. Ebenso verbult es sieb mit den in den ersten 
Bttcbem gegebenen Theoremen betreffs der linearen Annähe - 
rung; bei diesen bestimmten wir zwei Grenzen, von denen 
die eine stets grösser, die andere stets kleiner als die Wurzel 
war, nm hierdnrcb die lineare AnnAhemng zu regeln. Da^ 
Maass der Oonvergenz ist 7on derselben Ordnung, wie wenn 
die Gleiehnng algebraisch wÄre. Wie auch immer die Natur 
der algebraischen oder transcendenten Function ist, so wächst 
die Anzahl der exacten Ziffern, die man bei jeder Operation 
bestimmt, nach demselben Gesetz; der Chaniktei der linearen 
Aiiiiiilieruiisr ist nicht deu algebraischen Functionen allein 
eigeiithüinlieh : er ist durch die Art der successiven Substitu- 
tionen bestill mit iiiid gehört allen Funetioncn an. 

Bei dieser Analyse des fiinlleii liuchrs liahea wir soeben 
die Sätze, welche dazu dienen, die Methode der Aufiosuns: 
der bestimmten (ileiehungen zu verallgenieineni, ano'eo^ebcn. 
Wollte man diese Methode auf die algebraischen Functionen 
beschränken, so wtirde man sieh nur eine sehr unvollständige 
Idee bilden 10s ist klar, dass sie auf alle Arten von Fimc- 
tioiien j.)a^.'^l. l>ie verschiedtjuen Beisiiiflr, auf ueh-he wir 
(Ii - rriiieipieu angewandt haben, machen diesen 8chlass noch 
klarer. (68J 

XVTI. Der Gegen><tand des seehgten llnches ist die Dar- 
letiii;iL der Beziehungen der recurrenten Keiheii zur Theorie 
der i deiehniiiren. IHese Beziehungen sind viel ausgedehnter, 

man bifiher dachte. Wir erkannten, dass sie alle Wnrzela, 
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powohl die reellen wie die imaginären, Uiulaöseu , nnd das< 
mau mit (lieser Metli ]»• alle Ooefficienteii aller Faotoreu irjtrend 
welchen Grades bestimmen kann. Den ersten Gedanken, wel- 
cher zu diesem Gebrauch der reenrrenfen Reihen geführt hat, 
kann man in Nruio/t'& Werken iinden, aber Daniel BernonIU 
mnss immer als hauptsächlichster Erfinder betrachtet werden. 

Wir erinnern zunächst an die Eigenschaft, weiche als Funda- 
ment ftlr diese Methode dient. In den als recnrrent bezeich- 
neten Reihen folgt jedes Giied aus den Yoraufgeheuden ver- 
möge einer constauteo nnd sehr einfachen Reladon. Um all- 
gemein ein Giied einer recurrenten Heihe zu bilden, bezeichnet 
man eine gewisse Anzahl ihm un mittelbar voranfgehender Glieder 
nnd mnltiplicirt diese Glieder mit constanten Zahlen, die posi- 
tiv oder negativ sind; addirt man die Prodncte, so ist die 
Summe das gesuchte Glied. Die Reihe ist von der Ordnung nif 
wenn man zni* Bildung eines Gliedes die m ihm unmittelbar 
voranfgehenden Glieder nimmt Die Reihe der m constanten 
Zahlen nennt man die Scala der Keihe. Um eine Reihe dieser 
Ordnung zu bilden, gentigt es, die ersten mQlieder der Reihe 
und die Beziehungsscala zu kennen. Offenbar kann man 
dann alle folgenden Glieder ableiten und die Reihe fortgesetzt 
verlängern. Setzt man diese Definitionen als bekannt voraus, 
so besteht die Regel von Ikmiel BernouUi in Folgendem ^7): 

Es sei eine algebraische Gleichung: 

a^m + aaf''-^ + bx"'-'' 4- ca^"" « H h ^ä; H- ^ = 0 , 

in welcher die (3oefficienten a, b, 'r, . . . 7, // bekannte Zahlen 
sind, vororelegt. Man schreibt eine Anzahl m von willkürlich 
genonmienen Werthen als die m ersten Glieder einer recur- 
renten Reihe hin ; zum lieispiel kann man voraussetzen, dass 
diese ersten Glieder alle der iMnheit gleieh sind. Als Üe- 
ziehungsäcaln der Reihe wird man die Coet'tieienten — a, — ä, 
— r-, ... — — // der (Jleirbiinjr nehmen und die Reihe 
immer weiter fortsetzen, indem mau jedes neue Glied vermöge 
der ihm unmittelbar \ oraufgehenden 7//(Tlieder berechnet. '69] 
Man ^\ird so eine lecurrente Reilie. deren erste ^Glieder 
wilikurlieh sind, hildrn: diese wird al>er im ,Lr.-inzeu übrigen 
Verlauf eiue mit der vorgelegten Gleichung nothweudige Ik- 
ziehung aufweisen. 

Dividirt man dann jedes Glied der recurrenten Reihe durch 
das ihm voraufgehende , so bildet man eine Reihe von Quo- 
tienten; der Autor der Regel beweist dann, dass diese Keihe 
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von Quotienten mebr nnd mehr nach einer Wurzel der Qiei- 
ehung eonvergirt. Jeder Quotient ist ein liäherunggverth dieser 
Wnrzel) und diese Werthe werden immer exncier. Sie diffe- 
riren nur noeh in den letzten DecimalzifPem: so gelangt man 
allein durch elementare Reehnungsoperationen dazu, die Wurzel 
80 genau, wie man es wllnsehen kann, zu erkennen. 

Eukr hat die soeben ausgesprochene Begel im Detail ent- 
wickelt; sie ist der Gegenstand des 17. CapitelB der Intror 
duetio in analyzim infinitorum. Die so durdi die recuirente 
Reihe bestimmte Wurzel ist die grösate von allen, d. h. sie 
enthält, wenn man vom Vorzeichen absieht, am meisten Ein- 
heiten. 

Man denke sich jede der Wurzeln ins Quadrat erhoben 
und die Quadrate nach Ordnung der Grösse angeordnet; man 
wird so die Ordnung^ der Wurzeln von der gi*r>ssten bit* zur 
klciusten bezeiclmeii. Hat die (Jleichuiig imagiuiire Wurzein, 
so bestiraiiit umn die Urduung, nach weicher die Wurzeln ge- 
ordnet werden müssen, auf folgende Weise. Man denke je 
zwei der conjugirt imaginären Wurzeln mit einander multipli- 
cirt ; das immer reelle i'roduct ist es, welches, mit dem Quadrat 
jeder reellen Wurzel verglichen, den Platz angiebt, welchen 
das Paar der zwei conjugirt imaginären Wurzeln in der Keihe 
der Wurzeln ciTniebmen muss. 

Die recnrn iit«' Ueilie lässt die erste Wurzel, wenn sie 
reell ist. erkennen ; e))enso die kleinste Wurzel, wenn sie reell 
ist. Sind die imaginären Wurzeln der gi*öS8ten Wurzel unter- 
geordnet, d. Ii. ist das Produet zweier conjugirter Wurzeln 
kleiner als das Quadrat der ersten Wurzel, so l)estimmt man 
diese erste Wurzel durch den soeben auseinander gesetzten Pro- 
cess; sie ist dann noch die Grenze, welcher sich die conver- 
gente Reihe der continuirliohen Quotienten beständig nähert. 
[701 Nimmt aber ein Paar imaginärer Wurzeln den ersten 
Plate ein, so ergiebt die recurrente Reihe kein Resultat. Bildet 
man den Quotienten aus jedem Gliede durch das voraufgehende, 
80 ist die Reihe dieser eontinnirlichen Quotienten nicht mehr 
convergent; sie eigiebt vage und ungleiche Werthe, die sich keiner 
bestimmten Qrenze nähern. 

In den Noten zu dem Trait^ de la r^solution des 6qua- 
tions num^ques erinnert Lagra/nge an die von Daniel BemauUi 
gefundene Regel und die Bemerkungen von Eukry welche die 
Ausnahmestellung der imaginären Wurzeln betreffen. Der Ver- 
fasser dieses Werkes fägt hinzu, dass man durch denselben 

Ostwald's Klassiker. 127. O 
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Proccss, wie der Erftnder Hin vorgesehlagen hat, irgend eine 
Wurzel heBtimmen kann, wenn man im Torans die Grenzen, 
welche diese Wurzel von allen anderen trennen, kennt; ferner 
aeigt er, dass die Art der Operation analog der Regel der 
Neufton^Wihen Annfthemng ist Da diese Anwendung aber eine 
siehere Metiiode snr Bestimmnng der Orenaen der Wurzeb 
erfordern wUrde, so betrachtet er diese Verwendung der recnr- 
renten Reihen mit Recht als sehr nnyoUstilndig, sowohl weil 
die Regel im Falle der ima^nftren WoTKeln im Sliehe Iftsst. 
als auch weil ctie rorherige Bestimmnng der Grenzen ftlr jede 
Wurzel ndthig ist. 

XVin. Die soeben auseinandergesetzten Einzelheiten lassen 
auf eine positive Art die Katur der Frage, welehe zn behan- 
deln war, und ihren gegenwärtigen Zustand erkennen. Die 
ansserordentliche fiinfaehheit dieser Methode und die Nützlich- 
keit ihrer Anwendungen, welche EftJer in volles Licht gestelh 
hat, haben micli veranlasst, mit Sorirfalt zu prüfen, ob man 
sie nicht auf alle Wurzeln, sowohl dif reellen wie die imagi- 
nären, ausdehnen könnte, und welche allgemeinsten Beziehungen 
zwischen recurreuten Reihen und der Theorie der (tleichimgen 
existiren. Diese Analyse bot folgende Fragen, die ich särumt- 
lich löste, dar. 

Erste ns: welches ist das exacte Maass der Oonvergenz der 
AnnMhei'ung"? 

Zweitens: kann mau «inrii .HTir»loo'f'Ti l'roooss nnweudeii. 
um die zweite, dritte und allgemein alle reellen Wurzeln der 
vorgelegten Gleichung zu find<Mi, ohne dabei auf irgend eine 
an den' Methode zur Bestimmung der Grenzen dieser Wurzeln 
siuiückzugehen? 

[71] Drittens: kann man, wenn die gesuchten Wurzeln 
imaginär sind, auch noch die recurrenten Reihen anwenden, 
nnd wie leitet man dann immer bessere Nähenmgswerthe ffir 
den reellen und den imaginären Theil jeder Wurzel her? 

Jetzt will ich die Lösung der drei voraufgehenden Fragen 
angeben; diese Auseinandersetzung wird, um den Gegenstand 
nnd die Resultate des sechsten Buches klar erkennen zn lassen, 
geniigen. 

Wendet man die Reihe von BemouUi auf eine CQeichnng 
mit reeller erster Wurzel an, so convergirt die Reihe der Quo- 
tienten nach dem Werthe der Wnrzel, und die sehliessHehes 
Abweichungen der Annäherungen nehmen wie die Glieder einer 
geometrischen Reihe, bei welcher der Quotient zweier anfein- 
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Jinderfolgender Glieder ein Brach ist, ab. Dieser Bruch ist, 
wie man bei der ersten Prtifang erkennt, das VerhftltnisB 8wi- 
schen der zweiten und ersten Wnrzel. Haben die erste nnd 
zweite Wnrzel verschiedene Yerzeichen^ — diese Bedingung 
kann man immer leicht herbeifdluren — , so sind die Nithernngs- 
werthe abwechselnd zn gross nnd m klein. Die zwei auf- 
einanderlblgenden Wertiien gemeinsamen Ziltem gehdren noth- 
wendig der gesnefaten Wnrzel an. Diese Eigensehail findet 
sich nicht bei den iVim^'schen AnnSherungen. 

Die sehr bemevkenswerthen Anwendungen, welche Bkiier 
von der Methode der recnrrenten Reihen gemaeht hat, be- 
weisen; dass sie in einer grossen ZM von FftUen nUtzlich 
ist; aber der Weg der Berechnung erscheint ans im allge- 
meinen idoht schnell geimg. Daher betrachten wir die Eigen- 
schaften der recnrrenten Reihen nicht von diesem Gesiehts- 
punkte. Das Hauptmerkmal^ welches wir im Ange haben nnd 
das diese Methode von allen anderen unterscheidet, ist, dass 
sie keine vorherige Keiiiitniss erfordert; ferner geht aus 
unseren rutersueliungeii liervor. duss derselbe Process sowold 
die reeHen als auch die iiiiagiuareii Theile aller AVur/t lu 
bestimmt. Dieser Satz erscheint iu gewisser Bezielnin^ in 
dem Werke von Daniel BernonlH, und besonders iu dem \on 
EiUer augekflndigt; er erforderte aber die vollständige Titisiinsr 
der zweiten und dritten Frage. Dieselbe besteht in Folgen- 
dem: 

Denken wir, dass man die ursprüngliche rocurrente Keihe, 
die sofort ans den Coettiei*'nten der vorgelegten Gleichung 
hervorgeht, nnd deren lersttt Glieder willkürlieli genommen sind, 
bildet. [72' lie/eiclmen wir die nach der Ordnung der Grösse 

angeordneten Wurzeln der Cleichnn^ mit 5, u, r, x , 

f\ Jy, . . . . seien die (ilieder der reenrrpntpii IN'ihe. 
Ist die Wnrzel, welehe den ersten Kang eiuuimmU rt-cll, so 
nähert man sich ihr melir und mehr und fortgesetzt, wenn 
man jedes Oüed dnrch das voraufgehende dividirt; hierin be- 
steht die schon l)ekannte liCgel; so findet man aiM'r nur die 
erste Wurzel. Um die folgeudeu Wnrzela zu bestimmen, wird 
man vier aufeinanderfolgende Glieder C, T) nehmen, 

dann bilde man das Product A'D der zwei äussersten Glieder 
und subtrahire davon das Product 5 Cder zwei mittleren Glieder; 
den Rest AD — BC schreibe man unter die erste Reihe, ebenso 
Operire man bezüglich je vier anderer aufeinanderfolgender 
Glieder jB, i), d, A ^, ^\ 8. w. Auf diese Art 

6* 



Digitized by Google 



68 



Joseph Fourier. 



gewinnt man eine zweite, ans dfv erstoii hergeleitete Keihe 
. Wir werdeu mm iie weisen, dass 1. die 

zweite Keihe xecurreut ist, 2. die t'ortgeaetzteu (^uotieiiteu 
fx y Ö 

- . . . . haben die Summe der zwei ersten 

ß ß 7' 

Wnrsein der vorgelegten Gleichniig als Grenze^ ^); da die erste 
der Wurzeln dnreh eine voranfgehende Operation bekannt ist, 
80 kennt man mithin den Werth i der zweiten Würzet 

Wählt man an der Stelle von vier anfeinanderfolgenden 
Gliedern der ersten Beihe nur drei anfeinanderfolgende Glieder 

Bj Cj und sabtrahirt von dem Prodnete Ä* Ö der änsaersten 
das Qnadrat des mittleren Gliedes, wobei man alle Beste 
anter die ursprüngliche Reihe schreibt^ so bildet man eine 
zweite Reihe; man beweist dann: 1. diese zweite Reihe ist 
reenrrent-; 2. die Reihe der aufeinanderfolgenden Quotienten, 
welche diese Reihe ergiebt, conveigirt und hat das Prodnet 
s t der zwei ersten Wurzeln der vorgelegten Gleichung zur 
Grenze. 

Aehnlicli wUrde man die drei ersten Wurzeln >?, t, u der 
GleicliUiig beistimmen. Zu dem Zwecke wttnle luaii die ur- 
sprüngliche Reilie Idlden und durcli die Regeln, welche wir 
angaben , drei andere recurrente Reihen herleiten. Die erste 
uiu de durch die convergente Reihe ihrer Quotienten die Summe 
s f der drei ersten Wurzeln kennen lehren; die zweite 
würde die Summe s t -i- s u t u der Producte je zweier, di© 
dritte Keilie das Product stn bestimmen. 

[73 Kbeust) verhält es sich mit allen anderen Wurzeln 
der vorgelegten Gleichung, man würde sie, in welcher Zahl 
sie auch immer vorhanden wären^ der Keihe nach bestimmen. 
Um allgemein der Ordnnng nach alle Wur/t In zu bestimmen, 
bildet man zuerst die Keihe der tortlauienden Quotienten, 
deren Grenze der Werth von s ist. Dann leitet man aus der 
ersten reeurrenten Reihe diejenigen her, welche geeignet sind, 
die Summe ^ + f , dann die Sunmie « + ^ + Uy dann die Summe 
der vier ersten Wurzeln, u. s. w. kennen zu lehren. 

Es bleibt uns uoch übrig, auch die Ldsong der dritten 
Frage bezttglieh der imaginären Wurzeln anzugeben. Nseh 
dem soeben Gesagten kann man: 

1. die recurrente Reihe, ans der man die Näherungswerthe 
der ersten Wurzel herleitet, 

2. eine zweite Reihe von Quotienten, welche den Werth 
des Productes s t ergebt, 
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^ . eiue dritte Reihe, welche das Product s ,t der drei 
PTstcii Wurzeln ergiebt, 
u. s- w. bilden. 

Ist die ersto Wurzel imaginär, d. h. tihertrifft das Product 
von zwei coiijiitcirt imaginären Wurzeln das Quadrat jeder 
reellen Wurzel, so ergiebt die erste Reihe kein Resultat; die 
Reihe der fortlaufenden Quotienten wird, wie dies schon Euler 
bemerkt hat, divergent und vag sein. Wir zeigen nan^ dass 
in diesem Falle die zweite Reihe der Quotieuten convergent 
ist nnd dass die Reihe dieser fortlaufenden Quotienten das 
reelle Product s-t der zwei imaginftren Wurzeln wird. 

Ist die dritte Worsel u reell, 80 ist die dritte Reihe der 
Quotienten convergent. 

Wäre die dritte Wurzel u imaginfir, so würde das Oe^entheil 
stattfinden; in diesem Falle wflrde aber die vierte Reihe der 
Qnotienten, welehe s,t,u,v entspricht , nothwendig eon* 
Tergent sein. 

Dieselben Sfttze lassen sieh anf die nadi den Torstehenden 
Begeln zur Bestimnning der Sammen s + i^ 8-+ i-^uvu s.'w, 
gebildeten Reihen anwenden. Legt man allgemein ^ese Regeln 
stets zur Berechnung der aufeinanderfolgenden Grossen s, s 
s t'U^ u. s. w. oder 8-^1^ 8'^-t + u, u. s. w. zu Gninde, so 
kann es nicht zweimal hintereinander Torkommen, dass die 
Reihe der Quotienten divergent ist [74] Zwei aufeinander* 
folgende Reihen können alle beide eo&Tergente Reihen eigeben, 
aber sie kennen nicht alle bdde diveigent sein; fttr eine ron 
beiden hat die Reihe der Quotienten eine feste Grenze, weiche 
der gesuchte Werth ist 

Aus diesen Resultaten geht hervor, dass zur Eenntniss 
der Wurzeln der vorgelegten Gleichung es für alle FSIle ge- 
nügt, die Reihen, welehe sieh auf die successiven Producte 
und auf die saccessiven Summen der Wurzeln beziehen, zu 
bilden. Man wird so immer besser angenäherte Werthe fUr 
alle reellen Wurzeln erlangen und, was bemeikenswerth ist, 
ftr jede imaginäre Wurzel den reellen Theil dieser Wurzel 
und den Coefficienten des imasriiiäreii Theiles kennen. Dies 
ist der weitji'eheudste Geljraiicli, den hkiti von der Methode 
der recuneiiteu Reihen machen kauu. Diese Reihen haben 
also In der That sehr .nllp:emeine Eigenschaften für die Theorie 
der algebraischen Gleichungen : das Studium dieser Beziehungen 
ist der eigentliche Gegenstand unseres sechsten ]>uehes. 
XIX. Man weiss schon lange, dass eine algebraische, 
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unveränderliche Function aller Wurzeln einer (ileichung. d. h. 
ein Ausdruck, in dem diese siimmtlich nai dieselbe Art auf- 
treten, vermöge der Coefticienten der Gleichung durch eine 
Gleichung ersten (hades gegeheu wird. Dieser bemerkens- 
werthe Satz hui siinun ersten Ursprung in den Theoremen 
von Franx, Victa-^)^ cineni der ersten Begründer der Theorie 
der Gleichungen. Mbn-t (Jimr(P^) hat aus den Theoreincii 
Fieto's den Ausdruck lür die Summe der ganzen Potenzen 
der Wurzehi hergeleitet. Man findet dann diese Formeln in 
den Werken von Nnrinit . Die neuen, soeben ausgesprochenen 
Theoreme lassen erkennen, dass die Functionen, welche nur 
eine gewisse Anzahl von Wurzeln enthalten, Eigenschaften 
anderer Art, die nicht ^veniger allgemein sind, haben. So 
ist bei einer (Ileichung von höherem als drittem Grade die 
Summe der drei Wurzeln nicht mehr durch eine Gleichung 
ersten Grades, sondern durch eine Grenze, der man immer 
näher kommt^ gegeben. Diese Grenze ist der fortlaufende 
Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder einer Reihe, 
welche sehr leicht zu bilden ist. Es giebt keinen Factor, der 
aus irgendwelcher Anzahl der Heihe nach geordneter einfacher 
Factoren der vorgelegten Gleichung hervorgeht, dessen sämmt- 
liche CoefQcienten man nicht so bestimmen kann. [75] Die 
Prüfung dieser allgemeinen Eigenschaften Iftsst uns die Natur 
der IiTationalzahlen , welche durch die Wurzeln der alge- 
braischen Gleichungen ausgedrttckt sind, besser erkennen* 
Diese Wurzeln sind Grenzen gewisser Keihen, welche nach 
einem sehr einfachen Gesetze aus den Coeflieienten der vor* 
gelegten Gleichung hervorgehen. Dieser auf dem Gebrauche 
der recnrrenten Beihen begründete Proceas ist hauptsftehlich 
deswegen bemerkenswerth, weil er zu einer anderen Methode 
für die Unterscheidung der Wurzeln und ihrer Grenzen Ver- 
anlassung giebt und sich auf die Aufsuchung der Goefficienten 
der imaginären Wurzeln anwenden läast. Uebrigens glanben 
wir nicht, dass man auf diesem Wege schnell genog zur 
Kenntniss der Wurzeln gelangt. Die von Eulcr gebrachten 
Beispiele sind sehart'siuuig gewählt, aber diese Art der An- 
nälieinng erfordert im allgemeinen zuviel Rechnung. Wir be- 
traehten daher diese Frage nur iu theoretischer Beziehung. 
Die angegebenen Eigenschaften sind unvergleichlieli viel all- 
gemeiner als die von den Erhndern und den Autoren, welche 
seither dieselbe Frage behandelteu, gekannten; sie sind be- 
sonders für die Theorie von iuteresse. Der Zweck dieser 
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Untersuchung war^ eint s der liaiiptsächlich»teu Elemente der 
algebraischen Analysis zu vervoilständigen. 

XX '^5). Im siebenten und letzten Buche werden die Princi- 
pien der Theorie der Ungleichheiten auseinandergesetzt. Dieser 
Theil unseres Werkes betrifft eine neue Art von Fragen, 
welche in der Geometrie, der alprebraischen Analysis, der 
Mechanik und der Wahrscheiniichkeitörechnung verschiedene 
Anwendungen darbieten. Wir werdpii den llauptcharakter 
dieser Untersuchungen aTi^ebeii uiid einicrc Beispiele, die ge- 
eignet sind, den Gegenstand kennen zu lehren, vorführen. 

Eine Frage ist im allgemeinen bestimmt, wenn die Anzahl 
der Gleichungen, die alle vorgelegten Bedingungen ausdrücken, 
gleieh der Anzahl der Unbekannten ist. In der Theorie, um 
die es sich handelt, sind diese BedingungeB nieht durch 
Gleichungen ausgedrückt; d. h. anstatt eine gewisse Function 
der Unbekannte gleich einer Constanten oder Knli 2n setzen, 
giebt man vermdge der Zeichen ]^ oder an, dass diese 
Fnnction grösser oder kleiner als die Constante ist. Dies 
fiteilt eine Ungleichheit dar. 

[76] Man nimmt znm Beispiel an, dass vier Unbestimmte 
einer gewissen Ansah! Ungleichheiten ersten Grades nnter- 
werfen sein sollen und dass man alle mOgÜohen Wertlie ^eser 
Unbekannten finden mnss. Die Anzahl der Ungleichheiten 
kdnnte kleiner, oder gleich, oder selbst viel grösser als die 
der Unbekannten sein, im allgemeinen ist dies nnbestlmmt 
Es handelt sich dämm, alle Werthe der vier Unbekannten, 
welche, in alle vorgelegten Bedingungen eingesetzt, ihnen gleich- 
zeitig genügen, zu finden; dabd können diese Bedingungen 
allein in gewissen Ungleichheiten bestehen oder andiGlmchnngen 
umfassen. Eine Frage dieser Art lässt eine unendliche Menge 
von Lösungen zu; sie ist unbestimmt; man muss eine all- 
gemeine Kegel g:el)en, welche dazu dient, leicht alle möglichen 
Lösungen zu finden. Es ist klar, dass Probleme dieser Art 
sich häufig bei den Anwendungen mathematischer Theorien 
darbieten können. 

In mehreren Fällen kann man durch besondere Bemer- 
kungen, welche der zu lösenden Frage eigentliumlich sind, 
zur Autlcisung gelangen; ist aber die Zahl der Bedingungen 
gro98, beziehen sich dieHell)en auf lirei oder mehr fils drei 
V'ariable, so wird die Reihe der Cebcriegungen derartig compli- 
cirt, dass es fast immer selbst dem geübtesten Geiste imin<ig- 
lich sein würde, sie ganz zu umfassen. Man müsste dann 
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nach der Natur der Frage za veraebiedenartigen BetraohtUDgen 
seine Zuflucht nehmen, wie dies auch bessflglich mehrerer ein- 
facher Probleme, die man ohne Hfiife der Analysis löst, statt 
hat. Daher war es nötig, die Bereohnnng bei Bedingnng^n 
der Ungleiehhett anf einen allgemeinen und gleiehmässi^en 
Process znrflckznf&hren. Dnrch eine regelmässige und eon- 
stante Gombination der Zeichen ergänzt man so die schwielig- 
sten und ansgedehntesten Ueberlegungen ; dies ist das Eigen- 
thiimliche algebraisoher Methoden. An erster Stelle fahren 
wir ein sehr einfaches Beispiel für diese Art von Fragen an. 

Wir nehmen an, dass ein ebenes, horizontales Dreieck 
durch drei verticale, in den Scheiteln der Winkel befestisrte 
Stützen getragen wird. Die Kraft jeder Stütze wird durch 1 
angegeben und ausgedrückt, d. Ii. würde man auf diese Stütze 
eiu Gewicht, das leichter als die Einheit ist, leeren, so würde 
dieses Gewicht getragen werden, die Stfltze würde aber sofort 
brechen, wenn das Gewicht die Einheit überschritte. [77] Man 
nimmt an, man stellt ein gegebenes Gewicht, zum Beispiel 2. 
derartig auf den dreieckigen Tisch, dass keine der Stützen 
gebrochen wird. Wäre das sregebene (iewicht 3, so würde 
die Frage völlig bestimmt iHuin : wenn es kleiner als 8 ist. 
so ist sie unbestimmt. Wir sehen die Uoordinaten des Punktes, 
in den man das vorgegebeue Gewicht stellen soll, als zwei 
Unbekannte an, die auf die »Stützen ausgeübten Druckkräfte als 
drei weitere Unbekannte ; um die liechnunjj^ zu vereinfachen, 
nehmen wir an, dass das Üreierk rechtwinklig gleichschenklig 
ist; die Frage enthält dann, wie man sieht, neben fünf un- 
bekannten Grössen eine bekannte, nämlich das vorgegebene 
Gewicht. Die Principien der Statik ei^eben sofort drei 
Gleichungen; za ihnen kommen für jeden Scheitel zwei Un- 
gleichheiten, welche ausdrücken, dass der Druck positiv und 
kleiner als 1 ist oder besser nicht die Einheit überschreiten 
kann. Es ist klar, dass hierdurch alle Bedingnn^n der Frage 
ausgedrückt sein werden: es handelt sich nur noch nm die 
Anwendung der allgemeinen Regeln, für die Bereehnnng der 
linearen Ungleichheiten; durch diese wird man alle möglichen 
Werthe der unbekannten Goordinaten herleiten und so aUe 
Punkte des Dreiecks, in welche das Gewicht gestellt werden 
kann, bestimmen. 

Bildet man diese Lösung, so findet man, dass die Punkte, 
um die es sich handelt, sich im Innern der Tafel befinden 
und, falls das gegebene Gewicht zwischen 1 und 2 liegt, ein 
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Sechseck bilden. Diese Figur wird das Dreieck .seihst, wtun 
das Gewicht kleiner als die Einheit ist: es ist ein kleineres 
Dreieck, wenn das Gewicht zwischen. 2 und 3 liegt; es rednmrt 
sich anf einen einziren Pnnkt. wenn das (iewicht ürleich 3 
ist; ubersi'ljrritet es eudU«*!» H, ?o existirt die Fiorur nifht 
iDohr: denn die Linien, weiche die Figur bilden sollen, hören 
-Mui, sich zu treffen. 

-Ks niiicre nni) die Con>ii uction, welrhe zum Ziehen der 
Ijini<'n dient, Ibigeu. Bczciclinet man die Seite de» ^lei<"h- 
heiikli«r Tpchtwinklitren Dreierks mit 1. so theih» mnn die 
i-inli'Mt dnr<'li das ireirehene ( n-wirht. um dessen flinautstelluiig 
es sich handelt, und tni;^e die duieli den l^Mioticuteu ge- 
mes.sene Länor^: 1. auf jed»'r ►Seite des rechten Winkels von 
dem Scheitel dieses Winkels aus ab, dies ersieht zwei Punkte. 
1 und *2. 2. von dem Scheitel des spitzen Winkels aus aut 
einer der »Seiten des rechten Winkels, dies ergiebt einen 
dritten Punkt 3. 3. auf der anderen Beite des rechten Winkels 
vom dem Scheitel des spitaen Winkels aus, dies ergiebt einen 
vierten Punkt 4. [781 Man • -richte dann im Pnnkt 1 auf 
der Beite^ auf der dieser Punkt liegt, eine Senkrechte . und 
«benso im Punkte 2 anf der anderen Seite eine Senkrechte, 
endlich ziehe man eise dritte Gerade durch die Pnnkte 3 und 4. 
Diese drei so gezogenen Linien bestimmen anf der Ober- 
flliohe des Dreiecks den Kaum, wohin das gegebene (Gewicht 
gelegt werden kann, ohne dass eine der Stützen bricht. 

Man könnte eine so einfache Fra^ leicht ohne Rechnung 
lösen : ist aber die Zahl der Sttttsen grösser als drei, ist ihre 
Kraft nngleieb, trigt die horisontaie Unterlage schon In ge> 
insaen Punkten gegebene Massen, oder soll man nicht em 
eiaiiges, sondern mehrere Gewichte hinstellen, so kann man 
«ich nicht davon befreien, anf die Ungleichheitsrechnnng zu- 
m^sogehen. Der Yortheil dieses Rechnnngsverfahrens besteht 
darin, dass es in allen FftUen gentigt, die Bedingni^n der 
Frage ansandrOeken, dies ist leicht: dann sind nur diese Ana- 
drleke mittelst allgemeiner PiCgeln, ^e immer ^eselben sind, 
an combiniren. Man bildet anf diese Weise ^e LOsnng, 
au der man sonst nnr dnrch eine Reihe sehr eomplicirter 
Ueberlegungen gelangen k$nnte. 

Die Fragen dieser Art sind alle nnbestimmt, denn sie 
lassen eine nnendliohe Menge Lösungen au: aber sie unter- 
Beheiden sich unter einander beatglleh der Ausdehnung. Bei 
den einen schränken die geforderten Bedingungen diese 
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Aosdehniuig sehr ein; bei «öderen ist die Abzähluni; aller ^ 
mdglichen Lösungen weniger bescbrAnkt. Bei gewissen Unter- 1 
snchungen ist es nothwendig, die Fragen in dieser Richtung 
zu betrachten. 

Eine aufmerksame Prüfung lehrt, dass die jeder Frage 
eigenthüinlicbe Ausdehnung eine Grösse ist, die man stets in 
Zahlten abschätzen kanu: hierin ist die Theorie, deren Triii- j 
cipien wir auseinandersetzen, mit der Wahrscheinlichkeit sichre [ 
verkiii pti. und es giebt thatsächiich verschiedene Probleme, 
die vuii dieser letzteren Wissenschaft abhängen und sich durch 
die Ungleichheitsrechmmg lösen lassen. Mau kann die Aus- 
dehnung oder Capacität einer Frage nicht anders messen, 
indem man bei der Abzäliiung alle möglichen Lösungen um- 
fasst, so dass man hier von der lnteo:raIrechnun^- rrphrauch 
raaehen muss; thatsächiich ist die Zahl, welche die Ausdehnung 
irgend einer Frage misst, immer durch ein bestimmtes mehr- 
faches Tutegral mit gegebenen Grenzen ausgedi'ückt. [79] Die 
Ausführung der successiven Integrationen ist, wie auch immer 
ihre Zahl sei, stets möglich und sehr leicht; schreibt man die 
Grenzen der Integrale und verwendet dabei die Bezeichnung, j 
welche ich in der analytischen Wftrmetheorie vorgeschlagen | 
habe^^), so ist die (irösse, welche man bestimmen will, in all- | 
gemeinster und einfachster Form ausgedrückt. \ 

£b ist klar, dass die vorgelegten Bedingungen auch dei^ 
artig sein könnten, dass die Frage keine mögliehe Ldswig 
znliesse. In diesem Falle entwickelt die Rechnung den Wider- 
spruch gegen die Bedingungen und zeigt die Unmöglichkeit, I 
sie zu erfollen. Der Gegenstand der Metiiode ist «teo^ die | 
Möglichkeit der Lösung für die Frage zu erkennen, in diese» 
Falle alle zulassigen Lösungen zu finden, endlich die der ! 
Frage eigenthttmliehe Ansdelmung duroh eine Zahl m messen. 

Oft kommt es auch bei dieser Art von UntersocliaitgeB 
vor, dass der Hauptgegenstand die Auffindung der Grenzen 
der Lösungen ist; dann ist die Frage nicht unbestimmt; ebenes 
verhiüt es sich mit der Messung der Ausdehnung ; diese Fragen 
hängen von derselben Analyse ab. 

Wir haben als ein erstes Beispiel eine Frage der Statik, 
die man durch den Calcfi! der Ungleichheiten löst, angegeben. 
Es möge eine zweite Frage derselben Art, welche sich von 
der ersten darin unterscheidet, dass die Unbekannte eine Grenze 
iöt und daher einen einzigen Werth h.iL, folgen. 

Man niuuut au, dass eine ebene und horizontale Obertläche 
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von qiuidratiflolier Qestalt durch vier verticale Stflteen, die in 
den Scheiteln der Winkel befestigt sind» getragen wird ; jede 
dieser Stfitzen kann ein Gewicht, das kleiner als die Einheit 
ist, ertragen; aber sie würde sofort brechen, wenn sie mit 
einem Gewicht, das grösser als die Einheit ist, belastet würde. 
Man hezi'ii'hnel irgend einen rankt auf der horizontalen Unter- 
lage und. tragt, welches das grösste Gewicht ist, das mau in 
diesen Punkt stelleu kann, ohne irgend eine Stiltze dadurch 
zu zerbreelien. Dieses grüsate Gewicht oder die Kraft der 
Unterlage au diesem ( )rte hängt augenscheinlich von der Lage 
des Punktes ab. Zur Darbtelluug des grüssten Gewichtes, das 
diesem Orte entspricht, errichte man eine verticale Ordinate; 
di< -e bestimmt für jeden Punkt der horizontalen Unterlage dieses 
i:v i>ste Gewicht; 80' es handelt sich dauu darum, die krumme 
UbevHäche, welche durch alle äuisersten Enden der Ordinalen 
hindurchgeht, zu bestimmen. 

Diese Untersuchung gehört der analytischen The(»ri(! der 
Elasticität an : man miisste die Stützen als zusammcndriickbar 
beti'acliteu und so diirrli die lieehnung die Aenderungen, welche 
die elastiseli" Ubeue in allen ihren Theilen erleidet, ausdrih-ken. 
Wie complieirt auch diese Frage erscheint, so kann sie doch 
gelost werden; denn die Methoden, welche zur Integration der 
Differentialgleichungen, die der Wärnietheorie eigenthümlich 
sind, dienen, haben der Analysis eine neue Ausdehnung ge- 
geben, welche die Wirkimgen der Elasticität der Rechnung zu 
unterwerfen gestattet. Wir betrachten hier aber die Frage 
unter einem andern Gesichtspunkte. Man nimmt an, dasa die 
elastische Tafel die dem Gleichgewichte passende Figur er« 
halten hat und dann völlig starr wird; dies kann das be- 
stehende Gleichgewicht nicht stören. Dann müssen, ganz gleich, 
ob di> u i die Tafel biegsam, wie es alle Körper thatsächlich 
sind, oder nach Voran ssetzang starr ist, die für das Gleich- 
gewicht nöthigen Bedingungen erfüllt sein. Diese letzten Be- 
dingungen will man durch die Theorie der Ungleichheiten 
ansdrücken; an deren Bildung hatte man bisher keine physi- 
kaUsche Hypothese. 

Man stellt sich die Angabe, die Natur nnd die Dimensionen 
der Oberflftehe aufzufinden, deren Goordinaten das grösste Ge- 
wicht ansdrttcken, welches die Tafel an jedem gegebenen Orte 
ertragen kann. Die ans unserer Rechnung heigeleitete Lösung 
beweist) dass die Oberfläche, um welche es sich handelt» 
keinem contuiuirliehen Gesetze unterworfen ist, sie wird von 
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mehrereu Ii} ])erboli8chen. getrennt gelegenen Flürlicn «rebildet 
Die Frage \sird durch die folgende Oonstntction gelöst. Mai? 
thi il^ durch die zwei DiagouahMi und zwei transversale Gerade, 
vfwi denen eine jede die Mitfe einer Seite mit der Mitte der 
gegenüberliegenden Seite verbindet, das Quadrat in acht gleiche 
Theile. .Teder dieser acht Theile i^t ein rechtwinkliges Dreieck, 
das man in zwei »Segmente theilt. von denen daa eine doppelt 
soviel Ubertiäche als das andere hat. Diese Theilung wird 
darch eine von dem rechten Winkel des Dreiecks zu einem 
der Winkel des Quadrats gezogene Gerade ausgeführt. Als 
Basis eines jeden dieser Segmente betrachte man diejenige 
der drei Seiten, welche einer Qnadratseite parallel ist. [81 
Um das grösste Gewicht, das in einen gegebenen Punkt des 
grösseren Segments gestellt werden kann, zu finden, muss 
man durch diesen Punkt zu der Basis des Segments eine 
Parallele ziehen, bis dieselbe diejenige der zwei Diagonalen, 
von welcher der Punkt am entferntesten ist, trifft, und dann 
auf dieser Parallelen die zwischen dem Schnittpunkte und 
dem gegebenen Punkte liegende Länge messen. Die dnrch 
diese L&nge dividirte Einheit ist der gesuchte Werth fttr das 
grösste Gewicht Liegt dieser gegebene Punkt in dem kleineren 
Segment, so muss man durch diesen Punkt eine Parallele zur 
Basis des Segments ziehen, bis sie diejenige der Quadratseitea 
trifft, welche von dem Punkt am entferntesten ist, und den 
Theil dieser Parallelen, welcher zwischen dem Schnittpankte 
und dem gegebenen Punkte liegt, abmessen. Die durch die 
Hälfte der abgemessenen Länge dividirte Einheit drückt den 
gesuchten Werth für das grösste Gewicht ans. Wendet man 
für jeden der 16 Theile des Quadrats die eine oder die andere 
Kegel an, so findet man das grösste Gewicht, welches in jeden 
Punkt der rechteckigen Tafel gestellt werden kann. 

Man ersieht, dass der Werth der verticalen Ordinate, welche 
das gröbste Geweicht misst, nicht einem continuirlicheu Gesetze 
unterworfen ist. Dienes (.»miz ündert sich ph'Hzlich, wenn 
man von dem grossen zum kleinen Segmente (ibergeht. Man 
würde diese Lösung leicht ohnr Uechnung finden können, wir 
hatten sie schon lange Zeit bemerkt. Wenn die Fi^rur der 
Ebene aber eine andere ist, wenn die Anzalil der Stutzen 
grr»sser als vier wird, wenn die Tafel schon in gewissen 
Punkten gegebene Massen tragt, so muss man nothw^endig zu 
Regeln, welche zur Combination der Ungleichheiten dienen, 
seine ZnÜucht nehmen. 
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XXI. Bei den in diesem siebenten lUiche behandelten An- 
wendungen ist, wie bei den zwei voraufgeheuden, der Haupt- 
zweck, die Natur dieser neuen Gattung von Problemen und 
die allgemeine Form des Rechnungtyerfahrens kennen zu lehren. 
Andere Probleme betrelEKeii allgemeine Fragen, deren Lösung 
ftlr den Fortschritt der analytischen Theorien nothwendig ist. 
Die eine bezieht sich auf den (gebrauch der Bedingniig»- 
gleicbungen; diese Frage ist für die Bildung der astrono- 
lulscben Tafeln wichtig. Ea handelt sich, solche Werthe der 
Unbekannten sn finden, dass der grösste Fehler, abgesehen 
vom Vorzeichen, mögbehat klem wird, oder dass der mittlere 
Fehler, d. h. die Summe der Fehler, abgesehen vem- Vor- 
zeichen, dividirt dnroh ihre Zahl, möglichst klein werde. 

[82] £ine sweite Anwendung ist diejenige, welche wir im 
vierten Boohe gegeben haben; ihr Gegenstand ist dieBildnag 
der snecessiYen Glieder des Werthes jeder der Unbekannten, 
welche gegebenen Bnehstabengleichnngen genügen sollen. Wir 
xeigen, dass die Auf tösiing dieser Gleiehnngen von der Theorie 
der linearen Ungleiohheiten abbttngt. 

Wie anoh immer die Zahl der Unbekannten ist, so genfigt 
es, die der Frage eigenthttmlichen Bedingongen aasxndrllcken 
nnd die allgemeinen Regeln dieses OalcQls anf die hinge* 
schriebenen Ungleichheiten ananwenden. Man ergftnzt so 
dnreh einen ajgoiitbmischen Process sehr eompUcirte Ueber- 
lec^ngen ; diese müsste man sonst nach der Nator der Frage 
aäbidem und, wenn die Zahl der Unbekannten drei Uber-* 
schiitte, so w^rde es so nn sagen nnmöglich sein, sie zu bil- 
den. Dennoch kann man nicht immer vermeiden, dass ^e 
Anzahl der Operationen sehr gross wird, aber man reducirt 
ihre Zahl bedeutend, indem man die Eigenschaften der ex- 
tremen FuLictiontu betrachtet. So nennen w diejenigen 
Functionen, welche eutwcder grösser oder kleiner als alle 
ander eu sind. 

Wir geben jetzt das Fiincip der Aut'l«).siiug für eine der 
merkwürdigsten Fragen; diese bezieht sich auf die Ueübiich- 
tungsfehler. 

Mau betrachtet lineare Functionen mehrerer l iil)ek;iiiiiler 
a:, y. r, u. s. w. Die numerischen Coeflieieuten, welche in den 
Fuüctiüiien auftreten, sind tre«:ebene Grössen. Wäre die An- 
zahl der Funetionen nielit grosser als diejenige der Unbe- 
kannten, so köimte niiin für . //, r. n. s. w. ein System nume- 
riflciier Werthe derartig tinden, dass die gleichzeitige Substitution 
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dieser Werthe in die Functionen filr jedo ein Resultat Nall 
ergäbe. Uebersehreitet aber die Zahl der Fimctioiieii diejenige 
der Unbekannten, so kann man im allgemeinen diese Bedin^n*: 
nicht erfallen. Setzen wir jetzt voraus, dass man x^y, x^^ ... 
nnmerisehe Werthe X, . . . beilegt, diese in eine FunctioB 
einsetzt und den positiven oder negativen Werth des Snbsti- 
ttttionsresnltats berechnet. Man betrachtet das positive oder 
negative, von Nnll verschiedene Resultat als einen Fehler oder 
eine Abweichung ; [83] sieht man vom Vorzeichen ab, so nimmt 
man die Zahl der positiven oder negativen Einheiten, welche 
das Resultat ausdrückt, als Maass des Fehlers. 

Dies vorausgesetzt, muss man rr, //, . solche Werthe JV, F, 2, 
geben, dass die grösste Abweichnng, die ausder8ubstitatioii in die 
verschiedeneu vorgelegten Functionen hervorgeht, kleiner wird al? 
die grösäte Abweichung, die man bei der Substitution eines jeden 
anderen von V, . . . verschiedenen Systems von Werthen 
in die Functionen finden würde. Man könnte auch ein System 
A', F, . . . von derartigen gleichzeitigen Werthen für x, y/, . . . 
suchen, dass die Summe der Fehler, abgesehen vom Vorzeichen, 
kleiner ist als die Summe der Fehler, die ans der Substitution 
eines jeden von X, F, Z, . . . verschicdeueu Systems hervorgeht 

Die folgende ( -onstruction stellt die Methode, welche be- 
folgt werden muss, um ohne unntithige ilechnung die Grössen 
X, F, Z, . . . , welche bei der grusöten Aliweichung den klein- 
sten Werth er?! Im 11, zu finden, klar dar. Diese von mi8 
schon lauge gege l)ene Oonstruction ist der Hauptpunkt der 
Frage; sie allein lust alle Schwierigkeiten. Nicht allein macht 
sie die Lösung klar und tixirt sie im Gedächtniss, sondern sie 
dient auch zur Entdeckung derselben; obgleich sie dem Fall 
zweier Variablen x und y eigenthümlich ist, so gentigt sie. 
nm den allgemeinen Process kennen kq lehren. Die Anzahl 
der vorgelegten Functionen wird übrigens als beliebig voraus- 
gesetzt. X und y seien in der Horizontal ebene die Coordi- 
naten eines Punktes. Die Yerticalordinate messe den Werth 
der linearen Function. Jeder Function entspricht eine Ebene. 
Der Abstand % eines Pnnktes der Bbene von der Horizootal- 
ebene ist in x und y ansgedrftekt Bei Jeder linearen Func- 
tion ändere nfan die Yorzeiehen von x und y^ dies verdoppelt 
die Anzahl der vorgelegten Functionen und folglieh die An- 
zahl der betrachteten Ebenen. Man stelle sich alle Ebenen 
gezeichnet vor und schenke nur den Theilen der Ebenen, die 
oberhalb der Horizontalebene liegen, seine Aufmerksamkeit 
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Diose oberen Theile der gpc^ebenen Ebenen sind unbeschränkt 
lV»rtgest'tzt. Mnn mnss hauptsäclilich ))einerken, dnsg das Syateni 
uUer (lieser Ebenen eine Vase, die ihnen als (Iienze oder En- 
veloppo di»^Tit, einsrldiesat. Die Fif^rnr dieser äU8s«'rsf('n Vase 
die eil. t - I^olveders, das seinen convexen Th* 11 nacli der 
Jlorizontaiehene richtet. [84] Der tiefste Punkt der \ ase (»der 
des Polyeders liat die Werthe X, Y, welche der (Jegeustand 
der Frage sind, zu Toordinaten: d. h. Z ist der kleinste mög- 
liche Werth ffir die grösste Abweiehun^. und X und 1' sind 
geeignete Werthe von x und /y, um dieses MiDimani) abge- 
sehen vom Vorzeichen, zu ergeben. 

Um dea tiefsten Punkt der Vase schnell zu erreichen, er- 
richte man in irgend einem Funkte der Horizontalebene, z. B. 
im Ooordinatennrspnuiig der x und eine ^crticale Ordinate 
bis zum Schnitt mit der höchsten 15bene, d. h. unter nlloii 
dohnittpnnkton, die man anf dieser YertiGallinie findet, wähle 
man denjenigen, der am entferntesten von der Ebene der « 
und y iet. Sei m^ dieser Schnittpunkt , so kennt man die 
Ebene, auf der er li^. Man geht auf dieser Ebene von 
dem Punkte 1n^ weiter bimmter bis an einem Punkte 
einer Kante des Polyeders; verfolgt man diese Kante, so 
geM man von neuem vom Punkte bis zu einem Seheitel 
m,, der drei ftosaeraten Ebenen gemeinsam ist Von dem 
Punkte m, geht man entlang einer zweiten Kante bis zn einem 
Seheitel fn^\ man setot die Anwendung dieses Proceeses fort, 
indem man dabei immer derjenigen der zwei Kanten folgt, 
die zn einem weniger hohen Seheitel fiBhri So gelangt man 
zu dem niedrigsten Punkte des Polyeders, Diese Operation 
stellt die Reihe der nnmerisehen Operationen, welefae die ana- 
lytische Regel Torsehreibt, genau dar. Sie maeht den Weg 
der Methode, welehe darin besteht, sneeessir von einer ex- 
tremen Function zu einer anderen ttberzugehen, indem man 
den Werth der gi-össten Abweiehnng mehr und mehr ver- 
ndndeit, sehr klar. 

Der Oalottl der Ungleiehheiten lehrt, dass derselbe Process 
ftr eine beliebige Anzahl Unbekannter passt; denn die ex- 
tremen Functionen haben in allen Fallen Eigenschaften, welehe 
denen der Flächen des Polyeders, welches als Grenze für die 
geneigten Ebenen dient, analog sind. Allgemein bleiben die 
Eigenschaften der FUicbeu, Kauten, Scheitel und Grenzen aller 
Ordnungen, ebenso auch bei der allgemeinen Analyse, wie gross 
auch die Anzahl der Unbekannten sei, bestehen. 
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XXII. Die dargelegten Frageu stellen unsere Unteisachimgeii 
insgesammt dar. [85 Diese Auseinandersetzung war uöthig, 
damit mau sich eine aligemeine Idee der Tiieorie der Glei- 
chongen bilden und ein exactes Urtheil über die schon be- 
kannten Methoden fällen kann. Man sieht, der klarste Be- 
griff, welcher alle Untersuchnngen zn leiten am geeignetsten 
war, ist anch der einfaehste; ihn hatte Vieta schon hei Beginn 
der modernen Analysis vorgesehlagen. Er dachte, die Anf- 
lösnng der algebraischen Gleichnngen mnss von einer allge- 
meinen Methode abhängen, die er exegetiseh nannte, nnd die 
^ darin besteht, gleichzeitig alle Coeffieienten der vorgelegten 
Gleichungen zn betrachten, nm hieraus durch sneceasive Ope- 
rationen alle Theile jeder Wurzel herzuleiten. Viekt hat nicht 
die allgemeine Methode, deren Aufeuchuug er vorschlug, ge- 
bildet; er hat sie nur bemerkt und ihren Charakter durch ver- 
tschiedene Beispiele angegeben ; man konnte sie nicht ohne ge- 
wisse Elemente der Differeutialrechnung linden. Die Kichtig- 
keit dieser allgemeinen Anschauung ist Newton nicht entgangen; 
er hat sie selbst, indem er einen ersten Theil der exegetischen 
Methode gab, welche die ersten (Jlieilor der Reihen kciiiien 
lehrt, bestHtigt. Aber er hat nielit das Mittel entdeckt, die 
imaginären Wurzeln der numerischen Gleichungen zu erkennen 
und zwei Orenzen für j<Hle reelle Wurzel zu linden. Heute 
kann man alle Seh^vierig•keiten , welche diese Untersnchiingen 
darboten, heben und die Unviillkommenheiten der ersten Ver- 
suche ergänzen ; das> ist der in diesem W'erke verfolgte Zweck. 
Es enthält die Auseinandersetzung einer Methode, welche zur 
leichten Bestimmung der Wurzeln aller Gleichungen dient. 

Jetzt kann man sich eine vollständige Idee Yon dem Gegen- 
stand und den Eesultaten unserer I'ntersuchnngen bilden. Die 
Hauptpunkte sind: erstens der Beweis des allgemeinen Theo- : 
remsy welches die Anzahl der Wurzeln erkennen läsat, die 
man in einem g^ebenen Intervall' suchen muss, sowie der 
Satz von der Zahl der imaginären Wurzeln. Die Descartes* 
sehe R^el ist ein Gorollar zu diesen Theoremen, nnd, wie 
ich glaube, kann man sie unter keinem einfacheren und weiter- 
gehenden Gesichtspunkte betrachten. 

2. Die Hegel, welche dazu dient, mit Sicherheit zu er- 
kennen, ob die zwei gesuchten Wurzeln reell sind oder in dem 
Intervall verloren gehen. 

[86] 3. Die Lösiing aller Fragen, welche die XfwtonhchQ 
Annäherung darl>ietet. Wären diese Fragen nicht gelöst 
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gewrsi n, so wäre dieser Process, einer der einfachsten und 
fruchtbarsten der ganzen Analysis, unvollständig und vag. 

4. Die Prüfung der Methode, welche vornussetzt, daas 
man zuerst den kleinsten Werth der Diflerenz von zwei Wur- 
zeln berechnet. Aus der Discussion geht hervor, dass diese 
Berechnung unndthig ist. Man muss sofort die Processe der 
KLettenbrtiche anwenden, und die Natur der Wurzeln wird kUr. 

6. Die Auseinandersetzung der Prineipien, welche zur 
Ldsung der Buchstabengleiehungen dienen, und die Aoadeh- 
Illing dieser Methode auf den Fall mehrerer Unbekannten. 

6. Die eigenthtlmliche Ansdehnnog der recnrrenten Reihen. 
Wir haben bewiesen, dass diese Meihode genfigt, um alle Wnr- 
zeln, die Factoren aller Grade und die Coefficienten der ima- 
ginftren Ansdrfioke kennen zu lehren. Diese Regel war auf 
die zwei ftnssersten und reellen Wurzeln beschr&nkt; wir zeig- 
ten, dass sie alle Wurzeln, sowohl die reellen wie die imagi- 
nären, ergiebt 

Aus cüieser Aufzählung ersieht man, dass wir keine der 
Untersuchungen, welche die Theorie der Gleichungen aufklären 
können, vergassen. Bei jeder Frage suchten wir die allge- 
meinsten Principien, die auf dem kürzesten Wege zur that- 
sächlichen Kenntniss der Wurzeln fiilüeij kuanen. Diese be- 
rühmte Frage rauss man heute als völlig gelöst ansehen. Wir 
denken, dass die der Berechnung gewidmete Wissenschaft immer 
dieses Hauptebmeut beibehalten wird. 
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[S7] Erstes Buch. 

Methode zur Bestimmuug zweier Oreuzeu 
fttr jede reelle Wurzel and zur Unterseheiduiig 
der imaginären Wnrseln. 

I. Die Torgele^ Gleichung lautet: 

Die linke Seite dieser Oleichaiig bezeichnen wir mit X oder 
fx. Der Exponent m ist eine ganze Zahl, die Coefficienten 
^'31 ■•*) ^m-iJ gegebene Zahlen. Es handelt 

sich darum, festzustellen, wie viel reelle Zahlen r^ /i, y-, . ■ ■ 
vorhanden sind, die, statt x in eingesetzt, diese Function 
fx zu Null machen und für jede dieser reellen Wurzel« 
;'. . . . zwei Grenzen zu bestimmen, zwischen denen sie 
allein gelegen ist. Tim diese Fragen zu entscheiden , be- 
trachten wir die Functionen X, X\ X", X"\ . . ., X('»>, von 
denen eine jede aus der voraufgegangenen folgt, indem man 
das Differential bezüglich x bildet und durch dx dividirt. Die 
Anzahl dieser Functionen ist rn + 1, und die Function -X("*J 
enthält x nicht mehr ; dieselbe ist eine constante positive Grösse. 
Wir schreiben diese Reihe von Functionen in dieser Beiken- 
folge : 

^C"»-»)^ JSC(»»-«), . . x'\ X% X 

[88j ^iehmen wir jetzt an, dass man dem ./- einen bestimmten 
positiven oder negativen Werth a beilegt und, nachdem man 
hin statt x in diese Functionenreihe eingesetzt hat, man das 
Vorzeichen jedes Resultats hinschreibt: so bildet man eine 
Reihe von Vorzeichen, von denen das erste, welches 
entspricht, stets positiv ist Wir nehmen an, dass die ein- 
gesetzte Zahl a durch unendlich kleine Zuwfichse allmählich 
von einem negativen Werth, welcher eine unendliche Anzahl 
von Einheiten enthalt, und den man mit — ^ bezeichnet, bis 
zu einem positiven Werth \ , welcher auch Uber jede Grenze 
wachst, zunimmt; wir betrachten dann die Veränderungen, 
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welche die Reihe der Resultate, in dem Maasse wie die ein- 
gesetzte Zahl a zunimmt, erfährt. Diese Reihe von Vorzeichen 
hat sehr merkwürdige Eigenschaften, deren aufmerksame Prü- 
fung ZOT Bestimmang der Grenzen fflr die Wurzeln führt 

Ist die eingesetzte Zahl a gleich — — , so reducirt sich 
jede Fnnetion anf ihr erstes Glied; das Vorzeichen des Re- 
sultats fttr die Substitution von — ^ wird offenbar für die 

erste Function +, für die zweite Function — , für die dritte -|-, 

und so weiter fort abwechselnd. Ist die eingesetzte Zahl gleich 
1 

- geworden, so nmfasst die Reihenfolge der Vorzeichen nur 

^ 1 
positive Zeichen. Ist in dem ersten Falle a gleich — q' 

folgt ant jedes Vorzeichen der Reihe ein verschiedenes Vor- 
zeichen; diese Reihe umfasst nur Vorzeichenwechsel, deren 
Anzahl gleich m ist; in dem zweiten Fall, in dem a gleich 

^ ist, folgt jedem Vorzeichen ein gleiches; die Reihe nmfasst 

nur dieselben Vorzeichen, Zeichenfolgen oder Permanenzen. 
Wir werden beweisen, dass die Anzahl m der Zeichenwechsel, 
welche in der ersten Reihe existirten, fortwährend abnimmt 
in dem Maasse, wie die eingesetzte Zahl a zunimmt, nnd dass 
diese Reihe jedesmal dann einen Zeichenwechsel verliert, wenn 
die Zahl a ^eich einer reellen T^^nrzel wird. 

n. Zunächst ist klar, dass die Zeichenreihe immer die- 
selbe bleibt wie sie vorher war, wenn nicht die eingesetzte 
Zahl a eine oder mehrere der Functionen X^^\ . , 

A'", X\ X zu Null macht: denn der Werth einer Function 
wie X oder X' oder X'\ u. s. w. kann dann und nur dann 
das Zeichen ändern, wenn die Fnnetion vorher gleich Null wird. 
Man mnss daher untersucheuj was in der Zeichenreihe vorgeht, 
wenn die eingesetzte Zahl einen Werth annimmt, der eine der 
Functionen XW, XC'"-^, XC'»'--), . . X", X', .Y zu Null 
macht. [89] Setzen wir zuerst voraus, dass die einzige Func- 
tion, welche Null wird, die letzte X oder fr sei. Dann liat 
man f{n) 0. Was die Function f'a betrilä't, so möge sie 
einen positiven oder negativen Werth haben. 

Wir betracliten drei successive und unendlich nahe Zü- 
stäude der eingesetzten Zahl a, nämlich: 

6* 
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X ^ ff (iOj 

a; = a 4- da , 
und vergleichen die SnbstitationBresnltate, nämlich: 

pa — da)^ 
/», 

f(a + da) . 

Da der Anfidmek f[a] Tersehwindet, so Unten diese Resnltate: 

-da f[a), 
0, 

4- da f'(a). 

Schreibt muii die Zeichen der drei Reihen, welche man bildet, 
indem m;iii a — da^ « , a -\- da einsetzt, in drei entsprechende 
nnter einander stehende Horizontalreihen, so nnterscheiden sich 
diese Reihen nur durch die Vorzeichen, welche am Eiük- stehen. 
Wir setzen ja in der That voraus, dass der Werth a von x 
die Fniictioii /*.'• allein zu Null macht; man kann a immer um 
eine bu kleine Gröbsc da oder - - da ändern, da»» die Substitu- 
tion von a — da oder a-\-da keine der anderen Functionen 
zum Versehwinden bringt. Daher bewalvren diese anderen Func- 
tionen das Vorzeichen, welches sie hatten, als der Werth von 
.r gleich a war. Ist das Vorzeichen von fa positiv, 80 sind 
die drei zu vergleichenden Beihen am £nde: 

..•+0 (1), 

H — h 

[90] d. h. , ist die Fluxion f'[a\ positiv, so vergrössert /(of) 
Beinen Werth und ist der Reihe nach negativ, Null und positiv» 
Beim Anblick der Tabelle [1] sieht man, dafts der ZeicheiH 

wechsel H zu einer Zeichenfolge H — |- geworden ist. 

Ist das Vorzeichen von f'{a) negativ, so lanten die drei 
Reiben schliesslich folgendermaassen: 

. • . h 

d. h. ist die Flnxion f(a) negativ, so nimmt der Werth von 
f[a) derart ab, dass er der Reibe nach positiv, Null nnd negitiv 
wird. Die Tabelle (2) lässt erkennen, dass der Yorzeieben- 
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Wechsel 1- diireh eine Zeichenfolge ersetzt ist. Gans 

^leiohgaltig dfther, ob f(a) positires oder negatives Vorzeiehen 
bat) es wird in beiden Füllen ein Vorzeiehenweehsel dnrch eine 
Yorzeichenfolge ersetzt. Daher verliert die Yorseiehenreihe^ 
welche man findet, indem man lltr x einen continnirlieh waehsen- 
den Werth a setzt, jedesmal dann einen Vorzeiehenweehsel, 
wenn der eingesetzte Werth eine der reellen Wurzeln der vor- 
gelegten Gleid^ung erreicht nnd nnendlieh wenig überschreitet. 

Jetzt wollen wir voraussetzen, dass die eingesetzte Zahl a 
einen Werth, welcher eine einzige der zwischenliegenden 
Functionen der Ki-ihe XC'^O, A'0"-0, A'("»-*), .... X", X', X 
mit Ausnahme der letzten Function X anuuHirt, iiiiuimmt. Die- 
jenige Function, welche verschwindet, sei A"0 oder 
80 dass man /"-"^(a) = 0 hat. Mit // bezeiclineu wir den 
Differentiationsindex, mit /t + 1 oder n — 1 den Index iu der 
voraufgehenden, bezüglich folgenden Function. Wie wir es 
oben gethan haben, vergleicht man die Resultate der drei 
Substitutionen von a — da. a, a -\- da in der Functionsreihe; 
zunächst bemerkt man, dass, weil da eine unendlichkleine 
Grösse ist, die Vorzeichenreihen sich nur durch die Zeichen 
der Resultate, welche durch die Substitutionen in /'^")(a;) her- 
rühren, unterscheiden. Die drei Besultate lauten: 

[91] fi^Xa — da) 

/•t»)(a + da) 

oder 

0, 

+ da (a); 

nun kann das Vorzeichen von /^'^"^'^(a) -h oder — sein, 
ebenso verh&lt es sich mit demjenigen von /*(^*"*)(a); dieser- 
giebt vier verschiedene Combiuationen. 

Sind im Fall der ersten Combination die Werthe von 
/'C"^0(a) wie /'^""'^(a) positiv, 80 muss man diese drei Theile 
aus den Zeichenreihen 

+ - + 

+ 0 -i- (3) 

+ 4- + 

vergleichen. 
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Ist im zweiten Fall das Vorzeichen von f(^'*'^^a] — , das 
von /'("'0(a] so sind die entsprechenden Theile, welche 
nutn zu vergleichen hat^ 

- + + 

- 0 + (4) 

H 

Die Tabelle |3; Utsst erkennen, dass die obere Keihe zwei 

ihrer Zeiclieuwechsel, nämlich -| und 1-, welche durch 

H — j- und -| — |- ersetzt wurden, verloren hat. Mit der 
Tabelle (4) verhält es sich nicht ebenso: sie zeigt, dass die 
Reihe keinen Zeichenwechsel verloren hat; denn einer der 

Zeichenwechsel h ist zwar dnrch eine Zeichenfolge — — 

ersetzt worden, aber gleichzeitig tritt fttr die Zeichenfolge -\ — |- 
der Zeiehenwechsel h ein. 

Für hatten wir positives Vorzeichen voransgesetzt. 

Wird dagegen dies(^ Function negativ, wenn man a für x setzt, 
80 gewinnt man die folgenden zwei l?ah6llen: 

92] H 

+ 0 - (5) 

+ + - 

und 

- + - 
I ^ I 

Die eine (ö) zeigt, dass in diesem Falle die obere Reihe 
keinen Vorzeichenwecbsel verloren hat; die andere (6) ent- 
spricht einem anderen Fall, wo die Vorzeichenreihe zwei Vor- 
zeichen Wechsel verloren hat; fttr h H ist nämlich 

nnd getreten. 

Ans dieser Untersnchnng folgt, dass, wenn die eingesetzte 
Zahl a einen Werth annimmt, der eine einzige der zwischen- 
liegenden Functionen znm Verschwinden bringt, aber die vor- 
gelegte Function X nicht annnllirt, die Vorzeichenreihe anf 
einmal entweder zwei oder keinen Vorzeichenwechael verliert 
Niemals aber tritt es ein, dass sie einen verliert oder gewinnt 

Wenn die eingesetzte Zahl eine reelle Wurzel der vor- 
gelegten Gleichung erreicht und übersteigt, so verliert die 
Keihe, wie wir sahen, uotliweiidig einen Zeiehenwechsel; wir 
haben auch soeben bewiesen, dass, Avenn die durch die* Sub- 
stitution Null gewordene Function nielit tlic letzte A", sondern 
eine zwischenliegende ist, die Zeichenreihe entweder gleich- 
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seitig sivei YoneieheDweehsel oder gar keinen verliert. Wichst 
\ daher die eingeeetEte Zahl a aUmflhlich durch nnendlichkleine 

Zuwächse von bis zu so verliert die Zeichenreihe 

mindestens ebeuso v it lc Zeichen wechael, als reelle Wui'zeln 
exiötiren. Die Anzaiil der Vorzeichenwechsel der Reihe kann 
nie zniu'ltmeii; sie nimmt notlnvendig um eine l^inlieit ab, 
weiiii dif einzige vernchwimlende Function die letzte X ist; 
sie kiiiiu um zwei Kiiiln itro abnehmen oder unverändert wie 
- vorher bleiben, wenn nur eine der zwischeuiiegenden Functionen 
aileiu verschwindet. 

III. Bisher haben wir vorausgesetzt, dass die Substitution 
▼on a eine einzige der Functionen, welche die Beihe bilden, 
zum Verschwinden bringt; dies geschieht im allgemeinen. Das 
Gegentheil kann nnr dann bisweilen eintreten, wenn zwischen 
den Coefficienten der vorgelegten Qleichnng gewisse Relationen 
bestehen. Eine nnendlich kleine Aendenmg in dem Werthe 
der Coefficienten wllrde diese Relation zerstören, nnd derselbe 
Werth von x [93] würde dann nicht mehr gleichzeitig zwei 
oder mehrere der Functionen znm Verschwinden bringen. Ans 
diesem Grande kann man immer bei tJntersnchnngen dieser , 
Art von diesen sin^ulären Fällen absehen. Aber weil es sich 
um den strengen Jk'weis eines Fuudumentalsatzes liandelt, so 
ist PS vorzuziebcuj diese Fälle hier separat zu hetraclien. 

Wir wollen daher jetzt voraussetzen, dass ein und der- 
selbe Wertli ff, welcher statt r in die Functionenreihe gesetzt 
^ wird, mehrer«' .nufeluanderfolgende Functionen annullirt; wir 
vergleichen dann, wie wir es bisher gethan haben, die Re- 
sultate der Substitutionen n — ffn, a, a -\- da. Wir bezeielinen 
diejenige Function, welche verschwindet, wenn man a für x 
setzt, mit /"^"^(ac) und nehmen an, dass mehrere aufeinander 
folgende Functionen /"^""^^t^c), n. s* w. ebenfalls 

durch dieselbe Substitution annullirt werden. Die Zahl 
der aufeinanderfolgenden verschwindenden Functionen 
/•^«-O(a), /•(«-•)(aj, /'('»-^>(a), n. s. w. sei i. Die voranf- 
gehende Fonction /'('^'^*>(a) ^ebt nicht das Resultat lilnll; 
tie nimmt das Vorzeichen 4- oder — an; ebenso verhält es 
sich mit der Function f^'^'^Hx), welche auf die letzte ver- 
achwmdende Function folgt £s handelt sich dämm, die 
Zwischenreihe, welche durch die Substitution von a gegeben 
wird, mit der darunter stehenden Reihe, welche man bildet| 
indem man a da setzt, und der darüber stehenden, a — da 



Digitized by Google 



86 JoMph Fourier. 

«■tipreehendeii Hdilie zu rergleiebeii« Man imnelit miekBi 
a«r disjeiilgeii Theile dieser Beihen, welelie eich «of die 
yenelnrindeiiden Fimetioiieii, und ^ejenige, welohe ihnen vor- 
«nfgeht, 2511 betreehten. Ken hat /•(••){a + ia) = /•C"> ra) -j- 
dafi^*^a], oder^ da aaeli VoimnieetBiuig f^'^Ma] Nmll ist, 
fi^^){a + da)^da /t»+*)(a); du /("^(aj and K«U 
sind, so wird 

/<»-0(e» + da) = /<»-«)(a) + <ia/<'*^(a) + ^ /(«**>(a) 



2 



AUgemeiu iukt mdu diese Keihe von Ausdrücke a: 
/•(»-=)(a + da) = ^-l^r**"{<*), 

und folglich: 

/■("'(« — rf«) = — */((/"C''+';(a,, 
/t''-"(a-rfa)= -'^V^"*"(a), 

r-»)(a_rfa)=--2-/l»*'>(a), 

u. s. w. 

Hierane fol^ daae, venn man ndt 

f<«+^^K, 0, 0, 0, 0, (),. .. 
den Theil der Zwischenreilie, w^ehen die Functionen 

r«*0(a;], /'(-)(4 /^«-0(a;), f^"^*H^], 

Air 0? » a ergeben y beseiebneft, man dnreh die angegebene 
Regel die VorBeiehen des entspreebendea Tbeües der untere» 
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BeÜMy wekke die SubsÜtitkm tob a + da ergiebt, nnd die 
Yoizeielieii des estspreelieadeii Tbdles der oheren Rdhe, wetehe 
die Snbtätation tod « — da ergiebt, erhält Fttr die tuitere 
Beike imuM mmt unter jede Kdl der Zwisoltemreilie das Vor- 
z^eheii TOB f^^^^m) selireiben; nm die obere Beilie en bUden, 
miiss mao Aber die erste Kvll linker Haftd das entgegeDgesetrte 
Yorxeiehen von über die folgende Null das Vorzeichen 

von und so fortfahrend alternirend das Vorzeichen von 

— ^(«-^')(a) respective das entgegengesetzte über die Vorzeichen 
^iull der Zwiachenreihe schieibeu. 

[95j Dies vorausgesetzt, %\(iilen wir zur Hildnng der Reihen 
flborereheii, indem wir von lluk^ ii?^*-b rechts vorwärts ^cliiHiton : 
es ist klar, dass die Anw* iniiniL'^ der s oranfeeorangeueu iieirei 
in der oberen Keihe Vorzeichenweehsel einführt, welche in der 
unteren Keihe ebensovicle Vorzeichentbigen werden. Da die 
Zahl der verschwindenden Funetioneu gleich i ist, so hndet 
man, dass die obere Reihe eine gleiche Auaahi i von Vor- 
idehen wechseln enthält, die in der unteren Reihe durch ebeie 
so viele Voraeichenfolgen ersetzt sind. Man mnss auch be- 
merken, daas bei diesen swei Reihen die entsprechenden 
Toneaehen abwecliselnd veiaehieden, bezMidi gleich sind. 
Fttr die Foncttonea» deren Hang dnreh /^W, /^**"*^ /'^'•"*^ 
. • . beaekknet wird, ÄiA rie veraehieden; hingegen 
sind sie ftr die Finotionen, derai Plaln dnreh n'^'^^t 
yC"-»), . beaeiehBet wird, gleieh. BndÜeh folgt auf die 
Fimetionen, wilehe Nnll sind und deren AnaaU i ist, eine 
nicht verschwindende Function f(^^''*^x]; die SnbstltntloB von 
a in diese Function ergiebt ftlr die drei IJeihen dasselbe Vor- 
zeichen und dieses \ orzeicheu kann + oder — sein. 

Jetzt kann mm leicht erkennen, wie viel Vorzeichen- 
wechsel, wi 1( li( durch Vorzeichenfol«:en in der unteren Reihe 
ersetzt sind, liei <bn' oberen Keihe verloren s'esranfCTi >in<i 
Ist / eine ■^t-rade Z;»ld. so ist das Vorzeichen der leizti ii \ • r- 
schwindenden Function f(^~*'^^)(a' in der nnferen uml oberen 
Keihe dasselbe: folglich ergiebt sich in l)ciden Reihen dieselbe 
Vorzeichencombination mit der äussersten nicht verschwinden- 
den Function, welche (a) ist. Daher hat die obei*e 
Reihe in diesem Falle eine Anzahl i von Tonaichenweehseln, 
welche dnreh VorzeicbenfolgeB ersetat werden, verloren. 

Ist aber die Zahl i ungerade, so aerf^t dieser Fall in 
xwei andere Unterfiüie; da das Vorzmken der letaten ver- 
sohwiBdendoB FnaetioB f^'*'^^'^0{a) nicht für die obere und 
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untere Reihe dasselbe ist, so folgt, dass diese verschiedenen 
VorKeiehen mit dem Yonseiehen von welches den 

zwei Reiben gemeinsam ist, zwei entgegengesetzte Combioationeii 
bilden. Ist diejenige dieser Combinationenj welche i^ch in der 
oberen Reihe findet, ein Vorzeichen Wechsel, so entspricht sie 
einer in der unteren Reihe befindlichen Yorzeiohenfolge : daher 
ist die Anzahl der Vorzeichenweohsel, welche die obere Beihe 
verloren hat, nicht i, sondern t + 1. [96] Wenn die Vor- 
zeichencombination, welche die obere Reihe schliefst, eine 
Vorzeieben folge ist, so wird sie in der zweiten K( ilie ein 
V<!!/eichenwechsel; in diesem Falle ist die Au/ahl der Vur- 
zei( lu iiwechsel, welche in der oberen Reibe verloren warde, 
nicht mehr /, sondern i — 1 . 

Ans diesen Bemerkungen scbliesst man, dass, falls die Aii- 
zabl der versr)n\ indenden Functionen gleich i ist, die Anzahl 
der in der oUereu lieibe verlorenen Zeicbenwechsel , wenn i 
gerade ist, g-leich i ist; ist / ungerade, so verliert die obere 
Keihe in einem Falle ?' -}- 1 Zeicbeuwe<*hsp! niid im zweiten 
Falle / — 1 Zeichenweebsel. Hezciehnet man daber mit h die 
Oesammtzabl der Vorzeichenwechsel der oberen Reihe und mit 
k die Gesammtzahl der Zeielienwechsel der unteren Reihe, so 
sieht man, dass erstens k niemals grösser als // sein kaim, 
dass zweitens, wenn / gerade ist, die Differenz h — k gleich 
i ist, und dass drittens, wenn die Anzahl i der verschwinden- 
den Functionen ungerade ist, die Differenz h — k gleich i -f- 1 
oder i — 1 ist. Diese Differenz ist daher immer eine gerade 
Zahl. 

Ist der Werth von i gleich 1 , so ist die Differenz h 
gleich 2 oder 0; dies ist der allgemeine Fall, den wir imter- 
snchten, als wir voraussetzten, dass eine einzige Zwischen- 
fnnction verschwindet; verschwinden aber mehrere anfeinander- 
folgende Zwischenfonotionen gleichzeitig; so ist die Differens 
k — A; gleich 2, 4 oder 6, n. s. w. 

rV. Wir haben anch den Fall zu betrachten, in dem die 
aufeinanderfolgenden verschwindenden Functionen nach rechts 
an das Kiide der Funetioiienreihe rücken, so dass sie die linke 
Seite -Y der vorgelegten Gleicbuug umfassen. Aus unserem 
voraufgegangenen Beweis folgt, dass, wenn man mit j die An- 
zahl dieser am Reihenende stehenden verschwindenden Func- 
tionen bezeichnet, die obere Reihe ciue Anzahl von Vorzeieheu- 
wecbseln, welche grnau gleich j ist, verliert. In diesem Fall, 
welcher deijenige der gleichen Wurzeln ist, enthält, wie man 
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weiss, die Function X den Factor {x — a)^. Wenn die ein- 
gesetzte Zahl gleich dem Werthe a der mehrfachen Wurzel 
geworden igt, so hat die Zeiehenreihe eine Anzahl j ihrer 
Vorzeichen Wechsel verloren. Diese Vermindernng der Anzahl 
der Vorzeichenwechsel der Keihe hat immer dann statt, wenn 
<lie eingesetzte Zahl, indem sie alhnfthlicb von dem Werthe 

— ^ dem Werthe ^ übei^geht, jede der reellen Wnrzeln 

erreicht nnd unendlich wenig überschreitet; [97] die Beihe 
verliert daher ebensoviele Vorzeichenwechsel, wie die vor- 
gelejarte Gleichung reelle gleiche oder ungleiche Wurzeln brailzt. 

V. Man kann schliesslich voraussetzen, dass die Substitution 
derselben Zahl a mehrere auteinanderfolgende Func tionen in 
v erschiedenen Theilen der Reihe, nämlich eine Anzahl / in 
einem ernten, eine Anzahl i' in einem zweiten Theile u. s. w. 
und eine Anzahl ^ am Reihenende stehender Functionen, welche 
letztere die vorgelegte Function X umfassen, zum Verschwinden 
bringt. 

Wir bezeichnen mit JI die ( iesammlauziihl der Vorzeichen- 
wechsel, welche die lieihe enthält, wenn die eingesetzte 
Zahl einen Werth hat, der kleiner als a ist und sich von a 
nur um eine unendlichkleine Grösse unterscheidet; mit K be- 
zeiclinen wir die Anzahl der Vorzeichenwechsel, welche die 
Heihe noch besitzt, wenn der Werth von a* g:rr>sser als a ge- 
worden, sich aber von a nur um eine unendlichkleine Grösse 
unterscheidet. Vm die Differenz H — A' zu finden, genflgt es, 
auf jeden der Theile der Reihe, in dem sich die verschwinden- 
den Functionen befinden, die Sfttze, welche wir eben bewiesen 
haben, anzuwenden. Ist die Zahl i gerade, so muss man fflr 
diesen Theil der Reihe beachten, dass eine Zahl i von Yor- 
zeichenwechseln durch Vorzeichenfolgen ersetzt ist. Ist aber 
die Zahl i ungerade, so kann die Reihe die Anzahl i+1 
oder i — 1 Vorzeichenwechsel verlieren. Ebenso verhält es 
sieh mit den Zahlen t ' . . . . Was die am Ende stehen- 
den verschwindenden Functionen betrifft, deren Anzahl j ist, 
so geben sie für alle Fälle an, dass die Reihe eine Anzahl 
von Vorzeichenwechseln, die genau gleich j ist, verloren hat. 

Man ersieht, dass der vorstehende Beweis sich immer 
darauf beschraukt, die analytischen Resultate, welche man 
durch Einsetzen von a — da. a, a -\- da in die Functionen- 
reihe findet, zu vergleichen: dieser Vergleich macht alle Sätze, 
welche wir bezüglich der progi'essiven Verminderung der 
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Anzahl der Yorseichenweohsel der Reihe aaseinaadergesetst 
haben, klar. 

VI. Diese Beweise lassen uns erkennen, wie die B^e 
der Sabstitationsresultate die m Vorzeiehenwechsel, welche 

sie orsprüQgäch hatte, als der eiogesetste Werth — ^ war, 

nach und nach verliert. 

[981 1. Die Anzahl der Vorzeichenwechsel der Reihe nimuii 
fortwährend ab; diese Reihe kann weder neue Vorzeichen- 
wechsel erhalten^ noch solche, welche bereits verschwunden 
sind, wieder annehmen. 

2. Bringt die Substitution die letsste Function f{x) zum Ver- 
scliwiuden, so verliert die Reihe aus diesem Grunde ebenso- 
viele Vorzeichenwechsel wie die Gleiclinng f[x] = 0 reelle 
Wurzeln, welche gleich der eingesetzten Zahl sind, hat. 

3. Annnllirt dieser eingesetzte Werth eine oder mehrere 
der zwischenliegenden Fnnotionen, hingegen nicht die^ letzte 
Function f{x)y so kann die Reihe keinen Yorzeichenweclisel 
oder eine gerade Anzahl verlieren. In diesem Falle kann 
keine ungerade Anzahl von Vorzeichenweehseln versehwindea. 

Bedenkt man dies, üo folgt, dass, wenn die Gleichuiij^ nur 
m reelle Wurzeln hat, die Reihe eine Anzahl von Voizeicheii- 
wechseln, die genau gleich m ist, verliert; folglich kauu sie 
in diesem Falle keinen Vorzeichen Wechsel durch die Sub- 
stitution eines Werthes verlieren, welcher eine oder mehrere 
der zwischenliegendei! Functionen, aber nicht die letzte Fimctioii 
f[x] zum Verschwinden bringt. 

Hat die Gleichung m — 2 reelle und 2 imaginäie Wurzeln, 
so wird die lieilip nur ein einziges Mal zwei Vorzeichenwechsel 
verlieren durch Substitution eines Werthes, welcher eine 
Zwischenfunction, aber nicht die am Ende stehende Function 
f(x) zum Verschwinden bringt; die m — 2 anderen Vor- 
Zeichenwechsel werden der Bdhe nach in dem Maasse ver- 
schwinden, wie die eingesetete Zahl der Reihe nach einer jeden 
der m — 2 reellen Wurzeln gleich wird. 

In allen Fällen entspricht jede der gleichen oder ungleiehea 
Wurzeln nothwendig einem verlorenen Yorzeichenwechsel. Folg- 
lich ist die Anzahl der Yorzeichenwechsel, welche versehwinden, 
ohne dass die letzte Function fix) KuU wird, gleich der Auzahl 
der imaginären Wurzeln der vorgelegten Gleichung. 

VII. So gelangt man dazu, den äatz, welchen wii* ansspreehen 
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lind den wir als ciius der FuiidamentalelemeBte der alge- 
braischen Analysis betraciitea, zu beweisen. 

[99] Es sei die uumerische Gleichung /* (j:) = 0 vom Grsde 
m vorgelegt; num betrachtet die Fonetiotten f{x), f(x)y f\x), . . 
Z*^ von denen eine jede aus der voraufgegangenen folgt, 
indem man das Differential bezüglich x bildet und durch dx 
dividirt. Hat man diese Functionenreihe in der' Ordnung 
/l«»)(a;),7'(«»-0(a;),;t"»-*)(ay), . . f{x), f{x),f(x) hingeachrieben, 
80 aetae man |Br x einen beatimmten Werth a nnd betrachte, 
wie viele Combtnationen von awei veraehiedenen, anfeinander- 

folgenden Vorzeichen, wie -J oder ile Reihe der 

Voiaeiehen der Besnltate /'C"»)(a), ')(a), . . /•"», f[a), 
f{a] darbietet Die Anzahl h dieaer Yorseichenweehsel, ge- 
rechnet in der Reihe, weldie durch die Snbstitation von a her- 
vorgeht, ändert eich, wenn man in dieselben Functionen von 
a verschiedene Zahlen setzt: der Vergleich der Resultate bietet 
folgende Eigenschaften: 1. Nimmt man an, dass die eingesetzte 

Grösse a sich durch unmerkliche Zuwächse von — ^ bis ^ ver<* 

mehrt, so veniiindeit sich die Anzahl h der Vorzeichenwechsel 
der Reihe in dem Maasse, wie sich die eingesetzte Grösse ver- 
mehrt. Die Reihe der Vorzeichen, welche eine Anzahl m von 

Vorzeichenwechsclu cuihalt, wenn mau — ^ einsetzt, verliert 

snecessiv alle ihre Vorzeichenwechsel in dem Maasse, wie man 
grössere Werthe einsetzt. Die Anzahl h von Vorzeichenwechseln, 
welche der Substitution von a entspricht, kann niemals von der 
Anzahl k der Vorzeichenwechsel, welche einem grösseren Werthe 
6 als a entspricht, tibertroffen werden. 

2. Die Reihe verliert jedesmal dann einen Vor/.eiehenweehsel, 
wenn der eingesetzte Werth a gleich einer der reellen Wurzeln 
der vorgelegten Gleichung wird. Es verschwinden daher eben- 
soviele Vorzeichenwechsel, wie die Gleichung reelle gleiche oder 
ungleiche Wurzeln hat. 

3. Ebenso oft wie die Gleichung f x = 0 Paare imaginärer 
Wurzeln hat, ebenso oft ereignet es sich, dass die Reihe zwei 
ihrer Vorzeichenwechsel, die gleichzeitig versehwinden, verliert 

Vin. Diese Untersuchung giebt sofort an, wieviele Wurzeln 
eine vorgelegte Gleichung zwischen zwei gegebenen Grenzen a 
und h haben kann. Setzt man die kleinere Grenze a in die 
Functionenreihe, so zShlt man die Anzahl h der Vorzddioi- 
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Wechsel dieser Reihe ; setzt man auch die ( ii eiize h ein, so zählt 
man die Zahl der Vorzeichenwechsel derjcTii^eu Reihe, welche 
diese zweite Substitution ergiebt; 100] die Ditierenz /^-7.- läs>t 
erkennen, wieviele von den WurzeUi man zwischen deo zwei 
vorgelegten Grenzen suchen muss. Wir haben bewiesen, dass 
diese Differenz h^k nicht negativ sein kann; sie kann O oder 
1, 2, 3, 4 ... . werden. 

Ist sie Null, so kann die Gleichung z^v^schen den Grenzen 
a und b keine reelle Wurzel haben. Existirte nämlich eine 
reelle Wnrzel a, welche die Function X zu Null machte, so 
wflrde die anstatt x eingesetsste Grösse, indem sie durch nn- 
endUchkieine Zuwächse vom Werthe a zum Werthe b ttbergeht, 
noÜiwen^ger Weise wenigstens einen Vorzdckenwechsel zmn 
Verschwinden bringen; da nun diejenigen dieser Vorzeichen- 
wechsel, welche einmal verschwunden sind, nicht wieder auf- 
treten können, so wflrde die dnrch die Substitution von b sieh 
ergebende Reihe weniger Vorzeich^weohsel enthalten als die 
dnrch die Substitution von a resultirende; dies ist gegen die 
Voraussetzung. 

Ist die Differenz h — k gleich 1, so hat die Gleichung eine 
zwischen a und }> ^ali^^ene reelle Wurzel; denn ein solcher 
Vorzeichenwechsel kann nur durcli die Substitution eines 
Werthes, welcher die Function zu Null macht, verschwinden. 
Zwischen diesen Grenzen a und h kann es auch nicht mehr 
als eine reelle Würzte! geben; denn sonst würde die Keihe 
mehr als einen Vorzeichen Wechsel verlieren. 

Ist die Differenz h — /.■ = 2, so kann die Gleichung X = 
zwischen den Grenzen a und b zwei reelle Wurzeln haben: 
aber sie kann in diesem Intervall auch keine reelle Wurzel 
besitzen. Dieser Fall tritt ein, wenn eine gewisse Zahl // 
existirt, welche gi-össer als o und kleiner als b ist und die, in 
die Functionenreihe eingesetzt, gleichzeitig zwei Vorzeichen- 
wechsel zum Verschwinden bringt, ohne jedoch Function A' zu 
annulliren. Ausserdem ist man sicher, dass in dem betrachteten 
Falle die Gleichung im Intervall der Grenzen a bis 6 nicht 
mehr als zwei reelle Wurzeln besitzen kann; denn wäre dies 
der Fall, so wflrde die Gleichung g^en die Voraussetzung 
mehr als zwei Vorzeichenwechsel verlieren. 

In allen Fällen kann die Gleichung X=sO zwischen den 
Grenzen a und b nicht mehr reelle Wurzein besitzen als die 
Differenz h—k der Vorzeichenwechsel, welche in den zwei 
Beihen [a] und [b] zn zählen sind, Einheiten enthält. [101] Wir 
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bezeichueii dabei mit ^a) und [b] die Keiheu der Resultate der 
Substitution von a und b. 

Ist h — k eine ung^erade Zahl, so giebt es zwischen den 
Grenzen a und // wenigsteus eine reelle Wurzel. 

Ist h — k eine gerade Zahl, so kann die Gleichung ^ = 0 
zwischen a und b auch keine reelle Wurzel enthalten. Ist 
allgemein die Zahl der reellen, zwischen a und b gelegenen 
Wurzeln nicht gleich h—ky so unterscheidet sie sich liiervon 
nur um eine gerade Zahl in diesem Fall hat die Gleichung 
X =^ 0 wenigstens ebensoTiel imaginäre Warsseln wie die 
Differenz ^/ Einheiten besitzt 

IX. Der BatZf welcher unter dem Kamen der Deseartes' sehen 
Regel bekannt ist und dessen allgemeiner Inhalt seit lanoje fest- 
steht, ist ein Corollar zum obigen Öatze. Es genügt für die 

zwei Grenzen a und b die Grössen — ^ und 0 oder 0 und 

^ zu wählen. Setzt mam nämlich an die Stelle von x m die 

Functionen A'W^ . . X", A", A' den Werth Null, so 

sind die Vorzeichen der Reihe der Resultate offenbar dieselben 
wie die Vorzeichen der Coefficienten 1, a^, . . , der 
vorgelegten Gleichung. Um daher mitHttlfe des voraufgegangeneu 

Satzes zn erkennen, wie viel Wurzeln es zwischen — — und 

0 oder 0 und ^ geben kann, muss man bestimmen, wieviel 

Vorzeichenwechsel die Reihe der Vorzeichen der Coet'licienten, 
d. h. diejenige Reihe, welche die Substitution von 0 in die 
Fnnctionenreihe ergiebt, aufweist und diese Reihe dann mit 

den Reihen, welche die Substitution von — i bezüglich ^ er- 
geben, vergleichen. Die Reihe ( — enthält eine Anzahl 



von Vorzeichenweehseln, die Reihe |-| enthält hingegen keinen 



Vorzeichenwechsel. Die vorgelegte Gleichung kann daher nicht 
mehr reelle negative Wurzeln enthalten, als es in der Reihe 
der Coefficienten Voxzeichenfolgen giebt; ferner kann sie nicht 
mehr reelle positive Wurzeln, besitzen, als die Reihe der 
Coefficienten Vorzeichenwechsel besitzt. 
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X. Die xVnwendiing des allgt'iiieinen Satzes lässt die Inter- 
valle, in denen die Wurzein zu suchen sind klar erkeDnen. 
Wenn die zwei Grenzen a und h derartig sind, dasa die Reihen 
Ut^ und dieselbe Anzahl von Vorzeichenwechseln besit/t ii. 
so kann keine Wurzel zwischen diesen Grenzen liegen. ^102] 
Folglich wäre jede Aut'losuugsmethüde unvollkommen, die daza 
führte, an die Stelle von x Zahlen zwischen solchen Grenzen 
zu setzen ; denn sie würde eine grosse Zahl tlberfiü saiger 
Operationen erfordern. Ersichtlich muss mau die Wurzeln 
in gewissen Intervallen, in denen nämlich das Toraufgehende 
Theorem ihre Existenz ankündigt, suchen. 

Bevor ich zu der Anwendung dieses Satzes übergehe, ist 
es nöthig, sich bei einer wichtigen Bemerkung aufzuhalten; 
diese betrifft die Substitutionen, welche ,eine oder mehrere der 
zwischenliegenden Functionen annulUren. 

XI. Hat man durch Einsetzung der vorgegebenen Grenzen a 
und 6 in die Functionen /•(">-»)(a;), . . f"[x)^ f'(xl 
f{x) zwei Reihen von Resultaten gefunden, so kommt es bftnfig 
vor, dass eins oder mehrere der Resultate Null werden. Es 
handelt sich darum, zu erkennen, welche Vorzeichen man den 
verschwindenden Grössen beilegen und wie man die Vorzeicheo- 
wechsel zählen muss. 

In diesem Falle betrachten wir zwei Werthe, die von der 
einzusetzenden Zahl a unendlich wenig verschieden sind ; diese 
Werthe seien mit a — da und a -\- da oder <^a, >a be- 
zeichnet. Jeder dieser Werthe wird jetzt das Vorzeichen ~{- 
oder — , und nicht >'ull t-igeben. 

Ist z. B. die lieihe, welche durch Einsetzen von a her- 
vorgeht, 

+ 4- 0000 — 000 h 0 + 00000 — , 

80 findet man fttr die Reihe, welche die Bnbstitution der mit 
bezeichneten Grösse ergiebt: 

-f- + + + -i-H h + + + H-4- + + -. 

Um diese zweite Reihe zu bilden, geht man von links nach 
rechts vor; findet man in der ersten Reihe ein von Null ver- 
schiedenes Vorzeiclien , so schreibt man dasselbe Vorzeichen 
in die zweite Reihe hinunter. Kommt man aber zu einem 
Zeichen 0 der ersten Reihe, so ersetze man es in der zweiten 
Reihe durch ein Vorzeichen, welches gleich dengenigen ist^ 
das man soeben linker Hand in dieser zweiten Reihe hin* I 
geschrieben hat. I 
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[103] Um die Keihe, welche der Grösse <^a entspricht, 
zn bilden, geht man auch von links nach rechts vor. . Findet 
man ein Yaneichen, welchcB in der dnreh die Sabatitatlon 
von a gegebenen Reihe niebt Nnll iet, so wiederholt man da^ 
selbe Yorzeichen in der darftberstebenden Reihe. Kommt 
man aber zu einem Zeichen 0 der gegebenen Reihe, so ersetat 
man es in der oberen Reihe dnreh ein Yorzeichen , welehes 
demjenigen, das man soeben in der oberen Reihe linker Hand 
hingescbieben hat, entgegengesetzt ist Im Artikel III 
haben wir die zwei Regeln, an welche wir eben erinnerten, 
bewiesen. Schreibt man in dem gewählten Beispiele die drei 
Beihen hin, so hat man die folgende Tabelle : 

«aJH + 1 1- + 

(a)4-0 00 0 — 0 0 0 f-O + OO 00 0 — 

+ + + + + h + + + + + + + - 

Hat man auf diese Art die Ueilie [a] dureh zwei andere er- 
setzt, so bedient man sich der Reihe (^a), weiiu man die 
Grenze n mit einer grösseren Grenze b zu vergleichen hat. 
Hat man aber die Grenze a mit einer Grenze 5', die kleiner 
als a ist, zu vergleichen, so ersetzt man die Reihe {a) durch 
die Reihe (<C^;- Diese Reerel des doppelten Vorzeichens 
ist jedesmal dann anzuwenden, wenn die Substitution einer 
Grenze ein oder mehrere Male das Resultat Null ergiebt: die 
zu vergleichenden Reihen werden dann in jedem Falle nicht 
mehr das Vorzeichen Kuli enthalten. 

Am häufigsten kommt es vor, dass die zwei Reihen a) 
und O a) nicht dieselbe Anzahl von Vorzeichenwechseln ent- 
halten. Die Anzahl h der Vorzeichenwechsel der oberen Reihe 
(<^ a) kann nieht kleiner sein als die Anzahl k der Yoraeichen- 
wechsel der nnteren Reihe; ttbersteigt k die Zahl kj — dies 
tritt nothwend^ dann ein, wenn zwei oder mehr als zwei anf- 
einanderfolgende Glieder verschwinden — , so ist k-^k eine 
gerade Zahl In diesem Falle hat die vorgelegte Gleichung 
f[x] = 0, anabhängig von den Wnrzeln, welche in anderen 
Intervallen fehlen können, die Anzahl ^ von imaginftren 
Wurzeln. 

Im vorstehenden Beispiele hat die untere Reihe 14 Vor- 
zeichenwechsel weniger als die obere Reihe: aus diesem Grunde 
"allein würde die Gleichung f x= 0 14 imaginäre Wurzeln 
iiaben. [104] Diese Wurzeln fehlen der Gleichung iu dem 

Osiwald's Klassiker. 127. 7 
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unendlich kieken , swiaohen a — da und a + da gelegenen 

Intervall ^*''^). 

XII. Die bisher bewiesenen Sitve eifebcn ein leichtes 
Mittel, die Intervalle abznsondeni , in denen die Wurzln zn 
suchen sind. Wir führen verschiedene Beispiele für die An- 
wendung dieser Sfttze vor. Das erste ist das der Gleiehiuig: 

x-' — 3x* - 24a;' + dbx' — 46a; — 101 = 0 

Als Fnnctionenreihe ei-glebt sieht 

X ^Sx* — 24:x' -i- dbx* — 46a; — 101 

X' . . . öa?* — 1205* — 72»* + 190« — 46 
X" ... 20x* — sex* — 144» + 190 

A'"'. . . ÜOa;* — 72a;— 144 
A'iv. . . 120a;- 72 
... 120. 

Setzt man die Zahlen ... — 10, — Ij 0, 1. 10 , , . an- 
statt X und schreibt die Vorzeichen der Fanctiouen: 

X\X^^,X"\X",X', X 

hin, so üudet mau; 

(- 10) . . + - + 1 

(- 1) . . . -h - - + h 

(0) + - ~ H 

(1) + + - + + - 

(10) , . . . -4- -|~ — 

Vergleicht man die Zeichenreihe, welche durch die Sub- 
stitution von — 10 resnltirt, mit der durch Substitution von 
H- 10 entstehenden, so sieht man, dass ( — 10) fQnf Vor- 
zeichenwechsel und die Beihe (4^ 10) keinen Vorseichen- 
wechsel aufweist. Die Gleichung kann daher nur in diesem 
Intervall — 10 bis + 10 Wurzeln enthalten. Vergleicht man 
die zwei Reihen ( — 10) und ( — 1), so schliesst man, dass io 
diesem Intervall eine der reeUen Wurzeln liegt; [105 J deno 
die zweite Reihe hat nur vier, die erste hingegen fünf Vor- 
zeichenweohsel. Vergleicht man die zwei Reihen ( — 1) und 
(0) auf dieselbe Art, so sieht man, dass in diesem Iutei\all 
eine zweite reelle Wurzel existirt; denn die Znhl der Vor- 
zeichenwechsel der ersten Reihe übertritU die Zahl der Vor- 
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«eiebenweciisel ier zweiten Reihe mm eine Sbhdt Dts Inter- 
vall 0 bis 1 kann keine Wunsel enthalten, denn cBe Reihe (0) 
wie die Reihe (1) haben beide die gleiche Anzahl, ntolich 8 

Vorzeiehenwechsel. Was das zwischen 1 bis 10 geleg^eue 
Intervall betriftt, so findet man in der ersten lieihe (1) drei, 
in der zweiten (10) keine Vorzeicheitwechsel. l>alier mnss 
inaü zwischen 1 und 10 drei Wurzeln snehen; eVne dieser 
Wnrzeln ist reell, ob die zwei anderen reell sind oder in 
diesem Intervall fehlen, steht bis jetzt noeli iiitht fest. Die 
einzigen Intervalle, in denen man die Wurzeln suchen mtisa, 
sind daher die von — 10 )>is — 1, von — 1 hh 0, und von 
1 bis 1(1. In jedem der zwei ersten Intervalle findet sich 
eine, von den anderen völlig: getrennte reelle W^urzel; in dem 
dritten Intervall, nämlich dem von 1 bis 10, exwtirt auc^h eine 
reelle Wnrzel, aber es bleibt noeh su entsciieideD, ob die swei 
imdei'en in diesem Intenrall gelegenen Wnrzeln reell oder 
imaginftr sind; diese Frage werden wir bald lOsen. Es wäre 
ganz mindthigy in anderen als den ai^gebenen InterraUen 
Wnrasfln der vorgelegten Gteiehong «ntosaeb^. 
Xm. Die vorgelegte Gleichung sei: 



Die FnneCionenTelhe lautet: 

X 05* — 4aj* — 3jr + 23 

X' ... 4a;' — 12x' — 3 
X" . . . 12a;* — 24a; 
X'", . . 24»— 24 
Xi^. . . 24. 

[106] Setzt man die Zahlen 0, 1, 10 ein und betrachtet 
die Vorzeichen der Resultate in den Functionen: 



A 



4a;' — 



3a;-j-23 = 0. 



fo findet uMui: 



«Oj . . . 4- 

(0) + 

l(>0).., + 

«1 ... + 

(1! -h 

1(>1)... + 
(10) .... + 



- + - + 

- 0 - + 

- - - + 

- - - + 

0 — — + 

+ - - + 

+ + + +• 



7* 
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In diesem Beispiel bringt die Substitution von 0 an die 
Btel)e von x die Function X" zum Vei schwinden; daher inuss 
mm die Hegel des doppelten Vorzeichens anwenden. Sie 
seigt) düss man in der oberen Keihe (<C0) daa Vorz^elieii 
+ ftber das Ziehen 0 nnd in der nnteren das Zeichen. — 
anter 0 sehreiben mnss. Yeigleieht man die zwei Beihen Oi 
und (]> 0), so findet man in der ersten 4, in der zweiten nur 
2 Vorzeichenweehsei. Die Qleiehnng hat daher zwei irnzf^inii« 
Wnrzehi, die in dem unendlich kleinen Intervall von <C O bii 
>0 fehlen. 

Die Snbstitntion der Zahl 1 bringt die zwischenliegende 
Function X"* zum Verschwinden ; wendet man daher die Regel 
des doppelten Vorzeichens an, so wird das Zeichen 0 der 

mittleren üeihe ^\] in der oberen Keihe (<C 1 1 durch — iiim 
in der unteren Keihe (^1) durch -{-.ersetzt. Vergleicht man 
jetzt die zwei Reihen 1 und O 1), so findet man dieselbe 
Anzahl von Vorzeiehenwechseln ; dalier fehlt in dem IntervaÜ 
von <^ 1 bis > 1 keine Wurzel. Diese Substitution für die 
Zahl 1. welche eine der zwischeuliegenden Functionen anuullirt, 
behält die Anzahl der Vorzeichenweclist 1 bei. Mit der Sub- 
stitution von 0, welche zwei Vorzeichenwechspl zimi Ver- 
schwinden bring-l, verhiilt es sich nicht so, sie zeigt, dass der 
Gleichung in dem Intervall von 0 bis ]> 0 zwei. Worzehi 
fehlen 

[107] Um die Vorzeichenreihen, welche die Substitution 
von 0 nnd die von 1 ergehen, mit einander zn vergleicheo, 
muBS man die Reihen (> 0) und (<; 1) anwenden ; um aber 
die Beihen, welche die Substitution von 1 und die von 10 
ergeben, zu vergleichen, muss man die Keihen 1) und (10) 
anwenden. Der Vergleich der Reihen O>0) nnd (<C 1) J^eigt, 
dass zwischen 0 und 1 keine Wurzel liegen kann ; denn diese 
zwei Reihen haben dieselbe Anzahl von Yoi'zeichenweehseln. 
Der Vergleich der Reihen (3> 1) und (10) zeigt, dass man im 
Intervall 1 bis 10 zwei Wurzeln suchen darf; denn die zweite 
Reihe hat keine, die erste hingegen zwei VorzeichenwechseL 
Die vorgelegte Geichnng hat daher zwei imaginäre Wnrzdn; 
die zwei anderen Wurzeln können nur in dem Intervalle 1 bis 10 
existiren. Es bleibt noch zu prüfen, ob sie reell sind oder 
iii diesem lutervMll fehlen; dies werden wir später prüfen. 

XIV. Die Gleichung: 

.r3 _f 2x' — 3a;-l- 2 = 0 , 
ergiebt die folgenden Resultate: 
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X =3ir* + 4a; — 3 

X'" = 6 

und 

(- 10) . 

.+ ^ 

(0^ H- H h 

(1) + -h + 4-. 

Der Vergleich der Keihen ( — 10) und ( — 1) zeigt, dasa 
die Gleichung zwischen — 10 und — 1 eine reelle Wnrzel be- 
Bitst und dass sie in diesem Intervall auch nicht mehr als 
diese eine haben kann. Die erste Reihe hat nämlich 3, die 
2weite nur zwei VorzeichenweehseL Durch Veigleich der 
Beihen ( — 1) und (0) sieht man, dass man zwischen — 1 und 0 
keine Wurzel suchen darf; denn die zwei Keihen haben die- 
selbe Anzahl von Yorzeichenwechseln, nftmlich 2. 

[108] Was das Intervall von 0 bis 1 betrifft, so muss man 
dort zwei Wurzeln suchen, weil die Reihe, welche die Sab- 
stitution von 0 anstatt x ergebt, zwei, die Reihe hingegen, 
welche 1 entspricht, keine Vorzeichenwechsel hat. Es bleibt 
noch zu prüfen, oh die zwei zwischen 0 und 1 gelegenen 
Wurzeln reell sind oder ob sie in diesem Intervall fehlen. 

XV. Ist die vorgelegte Gleichung: 

05* + + — 26« — 36 =s 0. 

so hat man die Reihe von Functionen: 

X =i a?» H- a;* -h a;* — 25» — 36 
X « 5a;* 4- 4«« + 2rr — 25 

X" = 20.7:3 _|- 12a;* + 2 

X^'f = 120» + 24 
XV =r 120. 

Setzt man die Zahlen: 

— 1, — 10, — U. 8. W. 

0, 

Ij 10, u. s. w. 
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ein, so findet man: 







X", 








X 


{- 10} . 


• • + 












(- !)• • 


• . 4- 






_ i 






(«0).. 


• ■ + 












(Ol.... 


..+ 




0 


+ 






I(>0).. 


..+ 




+ 


+ 






(1) . . . . 


. . + 












(10) . . . 






-h 


+ 







Dnreh Vergleiehen dieser Resultate folgert man: 

[109] 1. Alle Wmzeltt sind in dem intetvaU von — 10 

bis + 10 zn snehen; denn eine der Beihen hat 5, £e andere 

keine Yorzeichenwechsel. 

2. Zwei dieser Wurzeln sind zwischen — 10 und 1 zu 

suchen; denn die erste Reihe hat 5, die zweite nur 3 Vor- 
zeichenweclisel: aber es bleibt noch zu prüfen, ob diese zwei 
Wurzeln existiren oder imaginiir sind. 

3. Da die Reihe (<^ 0) zwei Vorzeichenwechsel mohr als 
die Reihe OO) hat, so besitzt die Gleichung zwei imaL'-inäre 
Wurzeln^ welche in diesem unendlich kleinen Intervall fehlen. 

4. Die (Ueichung hat keine Wurzel zwischen — 1 und 0, 
da sowohl die Reihe ( — 1) als auch die Reihe (<C.O) drei 
Vorzeichenwechsel besitzen. 

5. Die Gleichung hat keine Wurzel zwischen 0 und 1, 
weil die Reihen 0) und (1) je einen Vorzeichenwechsei be- 
sitzen. 

6. Die Gleiohong besitzt zwischen 1 und 10 eine reelle 
Wurzel, weil die zweite Reihe einen Vorzeichenwechsel weniger 
als die erste Reihe besitzt; diese Wurzel ist völlig getrennt 

XVI. Wendet man den am Ende des Artikels XI ans* 
gesprochenen 8atz auf die binomischen Gleichungen der Form: 

flc*» + a^ = 0 

oder diejenigen, welchen mehrere aufeinanderfolgende Terme 
fehlen, wie: 

x"»-|-a,.a;"»-* + a^ = 0 

an, so erkennt man durch Anwendung der Regel des doppelten 
Vorzeichens sofort die Anzahl der imaginären Wurzeln, welche 
ans dem Fehlen der Glieder resnltiren. Sind die Gleichungen 
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binoniiscli. <> eiigiebt die habfiütuüoa von 0 für x Ijb die 

FunctiniK'nr'-ilie : 

[IM] Ai«^'>, . . , X, 

die fol^endeu llcbulute: 

(«0)... + — + - ... 
Oj + 0 0 0 ... 0 

looj... + + + + ... 

Ist m gerade und der Ooefficient positiv, so hat die 
Beihe (<C Oj aiir YonseidieiiweeliBel und die fidhe 0) keine; 
mithin sind alle Wnrzeln imagfai&r. Ihre AnaaU int m. Ist m 

gerade und der Goeffident negatir, io feUen der Qleiehnng 

im anendlich kleinen Intervidl <; 0 bis > 0 m — 2 Wnnseln. 

Die Gleichnng hat swimhoi — ^ nnd 0 eine reelle Wnrzel 

und eine andere swiachen 0 und ^* 

lat m ungerade, so eraehliesst man ans dem Anblick der 
Beihen, dass die Gleiehnng m — 1 unaginfae nnd eine einaige 
reelle Wnrzel besitzt, deren Yoraeiehen dem YOJ^,a„^ evA^ogeor 
gesetxt ist 

Was die Qleiehnngen der Form: 

bei denen mehrere aofeinanderfolgende Tenne fehlen^ betrifil» 
80 erkennt man naeh derselben Bogel, dass sie infolge der 
fehlenden Glieder nothwendig imaginSre Wurzeln haben; Aber 
ihre Bestimmimg kann man Folgendes sagen Da anf 
das Glied a^x"*'' folgt, äo ist die Anzahl der ima^niren 
Wurzeln, die allein infolge dieser Thatsache existiren, gleich 
i — 1, wenn i — 1 eine gerade Zahl ist; ist / — 1 ungerade, 
80 ist ihre Anzahl bei positivem a,- gleich i, Ihm negativem a. 
deieh i — 2. Die Gleichung" r"' -|- a.x^'* 4- n^^^ = < • kann auch, 
wie aas der liegel des duppeiren Vorzeichen- tVdjrT. nielit mehr 
al> 4 reell*' Wurzeln l)esitzen. Bhid / — 1 und /'/ lieidt- gerade, 
b4j loi^ aiieiu ans der Kegel des doppelten Vory.eichens, duss die 
Gäeiehuüg wenigstens m — 2 imaginäre Wurzeln ha)»«-!! musa. 
Zum Bei^iel ersieht «an sofort, dass die Gleiehnng : 

vier imaginäre Wurzeln besitst; denn ihr fehkn awiaofaen den 
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Gliedern und x, welche dafiselbe Vorzeichen hAben^ drei 

»ufeinandert'ol,L''tMKlr Tt^rnie. 

[lllj Die öoebeii auagesproohenen Keaiiltate siud recht leicht 
aus {IcTH im Artikel XI gegcl)eTit Ti Satze zu l)ewoi?*pn; es ist 
daher nicht nöthisr. sie auseinanderzusetzen; übrigens sind sie 
meistens bekannt, und man beweiat sie leicht vermöge Anderer 
Principien. 

XVII. Wendet man dieselbe Untersnehung auf die Gleichung: 

— 2aB* — Sa?* H- 4a?* — 5aj + 6 s= 0 
so tiudet man: 

X = as' — 2a;^ — 3a?* + 4a?* — öa? + 6 
X = 7a?« — 10a?« — 9a?« + 8a? — 5 
= A2x^ — 40j-=' — 18.r -|- 8 
= 210ic* — I2i)x^ — 18 
-X^v = 840a;^ — 240äJ 
= 2620a?« — 240 
A'vi = 5040 :c 
A^vu ^ 5040 

nnd kann die folgende Tabelle bilden: 



X" 
X'" 











V" 






(- 10) . 


.. + - + 




+ 




+ 




(-1).. 


• • + - + 






+ 




+ 


« 0) . . 


. . + - — 


+ 




+ 




+ 


(0) . . . . 


.. + 0 - 


0 




+ 




+ 


l(>o). . 


.. + + - 






+ 




+ 


(1).... 


.. + + + 


H- 


+ 






+ 


(10) . . . 


■ • + + + 




+ 


+ 


H- 





1. Vergleicht man die zwei Keihen (— 10) und (—1), so 
sieht man, dass die zweite nur einen Zeichenwechsel weniger 
als die erste hat. Mithin hat die Gleichung zwischen den 
Grensen — 10 nnd — 1 nur eine einzige reelle Wurzel. 

2. Die Einsetzung von 0 fflr a? ergiebt mehrmals das Re- 
snltat 0. Man wird daher die zwei Beihen «] 0) nnd (>> 0) 
bilden nnd wird, wenn man diese zwei Reihen veigleieht, er- 
sehen, dass die eine 6, die andere 4 Vorzeicbenwechsel be- 
sitzt. [112] Daher hat die Gleichung zwei ima^näre Wnrzebi, 
welche in diesem Intervall fehlen. 
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3. Vererleicht man die Reihen ( — 1; und ^<0, so erkennt 
man, dass die Gleich iiug zwischen — 1 und 0 keine reelle 
Wurzel besitzen kamt. 

4. Vergleicht man die Keiht n 0) und (1), so erkennt 
man, dass zwischen ' ) und 1 nicht mehr als zwei reelle Wurzeln 
Heveen können. Es V)leibt noch zn untersuchen, ob diese Wurzeln 
thataächlich existiren oder ob sie in diesem intervall fehlen. 

5. Aus dem Anblick der Reihen (1) und (10) schliesst 
man, daaa man zwischen den Grenzen 1 nnd 10 zwei Wnizeln 
sneheii aolL 

So ergeben sich die Intervalle, in denen man Wurzeln der 
vorgelegten Gleichung zu suchen hat, nämlich das von — 10 
bis — 1, in dem sicher eine einzige reelle Wurzel existirt; das 
von 0 bis 1, in dem man nicht mehr als zwei reelle Wurzeln 
finden kann, das von 1 bis 10, In dem man auch zwei Wurzeln 
suchen darf. Man ist auch sicher, dass die Gleichung zwei 
imaginäre Wurzeln hat; sie gehen in dem unendlich kleinen 
Intervall von <^0 bis '^0 verloren. 

Xym. Wir fahren noch zwei Beispiele an fftr den Vor- 
gang, den man befolgen muss, um leicht die Intervalle, in 
^enen die Wurzeln gesucht werden mflssen, zn finden. 

Das erste Beispiel ist die Gleichung: 

-h 3a5* -h 2x^ — 3a;- 2ic — 2 = 0. 

Man hat: 

X .... a: 4- 8 / ' + •irf-'» — 3a:- — 2.r — 2 

X' öa;* + 12a;5 + 6a?* — 6a; — 2 

-X" 20a;» + 36aj* + 12a: — 6 

X*" . . . 60a^* + 72a:-4- 12 

. . . 12ÜX + 72 

. . . 120. 



Setzt 


man die 


Zahlen 


— 1. 


0, 1. 10 


ein. 


.^ü lindet 


[113] 












X • 

r 








«D 


...+ 




+ - 


+ 








(- 1) 


. ■ . + 




0 — 


+ 








l(>- 


1) • + 






+ 








(0) .. 


...+ 


+ 


+ - 










(!)•• 




+ 




+ 








(10) . 


. • + 


+ 


+ + 


+ 
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Beim AnbRek dieser Reihen sieht man, 

1. das« die vorgelegte Gleichnng keine Wurzel jenseita i 
von — 1 Lui, da die Keihe (<^ — 1) fünf Vorzeichen wechs^ 
besitzt; 

2. dass zwei W urzehi in dem Intei'vall, dessen Greazen 
<^ — 1 lind > — 1 sind, verloren gehen ^ da die Grenze <r — 1 
fünf Zeichenweebsein entspricht^ während in der Reihe O — Ij 
nur drei Zeichenwechsel auftieten; 

3. daas man zwischen — 1 und 0 zwei Wurzeln öuclieD 
muss, (1^ im die Reihe (> — 1) hat drei, die Keihe (0) nur 
einen ZeichenAvechsel: 

4. dass zwischen 0 und 1 keine Wurzel existiren kann, 
denn die zwei Reihen (0) und (1) hAkea dieselbe 
Zeichenweobdel, nämlich eiaen; 

5. dass die Gleichung zwischen 1 und 10 eine einzige 
reelle Wurzel hat: denn die Reihe (10) h«t einen ZeieheD- 
Wechsel weniger als die Reihe 1'. 

XiX, Das zweite Beispiel ist die Gleiehung: 

Man hat: 

X = — 10^'' -f- 1 • 

X' = bx' — 30x- + 6 
X" = 20.x'' — 60x 
A"'=60a;* — 60 

XV ^ 120 
[114; und kann die folgende Tabelle bilden: 







*^ ) 






A'. 


''— 101 . . . 


. + 




4- 




+ 




1«- 1 •• 


. + 




-H 






+ 


1-1).... 


. + 




0 






+ 




. + 






+ 




+ 


,(<«,.... 
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Man scliliesst hus den Ueihen ( — lU) und {<[ — 1), dass 
zwischen ~ 10 und — 1 eine einzige reelle Wurzel existirt, 
ans den Üeihen O — 1) nnd (<C 0), d;iss man /wischen ~ 1 
lind 0 zwei Wurzeln suchen niuss, aus den Urlh* ]! 0) und 
(<^ i , dass die Gleichung zwischen 0 und 1 eine einzige reelle 
Wurzel hat, aus den Reihen 1) und (10), dass man zYii&ch^u 
1 und 10 eine «iiuuge reelle Wurzel za aud^ iiat. 

XX. fi» wflrd« imötkig Mia, diese Anwendim^ea z« m-» 
mekren; w haben fk so MUgewiUt, dM» aie eine geaOgend 
grosse Anzahl vmehiedciier Fille darbietea. 

Es ist klar, dass dieser Process ohne Unsicherheit den Ort 

der Wurzeln, d. h. die Grenzen, zwischen denen man sie snehen 
mnss, erkennen lässt; jedoch bestimmt er nicht imnaer die 
Natur dieser Wurzeln. Im Gegeutheil sieht mau, dass, wenn 
die Anwendung des Theorems eine gerade Anzahl von Wurzeln 
in einem vorgegebenen Intervall ano:iebt, es eintreten kann, 
dass alle diese Wurzeln imaginär sind, llöj Wir haben daher 
eine zweite Fra^e, die Bestimmung der Natur der anoreo^^benen 
Wurzeln, zu entscheiden. Im Folgenden geilen wir eiui' vnU- 
stjtndiore Tvösun^ dieser zweiten Fra^re: dieselbe ist von der 
ersten, bisher behandelten, welche sich mit der Angabe der 
Intervalle beschäftigt, in denen man die Wurzein suchen muss, 
ganz verschieden. 

Man mnss sich denken, dass man den Abstand von zwei 
dem X beigelegten Werthen, von denen der eine in sehr grosser 
Entfemnng unterhalb 0 nnd der andere in sehr grosser £nt- 
femnng oberhalb 0 liegen, in eine Anzahl Intervalle getheilt 
hat. Jedes dieser Theflintervalle hat zwei Grenzen a nnd b. 
Diese Intervalle sind nun von zweierlei Gattung: 

1. Solche, in denen mau keine Wurzeln der Gleichung 
suchen darf. Diese Intervalle eikennt man durch folgende 
Eisrenthttmlichkeit: setzt mau ihre Grenzen a und // in die 
Functionenreilie : f^'^'Hx), fi"'''^:r\ . . f"{x), f'{x), f{x], so 
ergiebt dies zwei Reihen von liesultaten und die zweite Keihe 
hat ebensoviel Zeichenwechsel wie die erste. 

2. Intervalle, in denen man znr Aufsnchung der Wurzeln 
vorgehen kann. Diese Intervalle erkennt man dnrch folgende 
Eigenthümlichkeit: setzt man die Grenzen a und b in die 
Fnnetionenreihe, so hat die dnrch Substitution der grösseren 
Grenze b gegebene Keihe weniger Vorzeichenweehsel als die 
äeihe, welche die Substitution von a liefert. 
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Die ersten Tntervnlle siml ausgeschlossen; ihre Oesamnit- 
ausdehnuiig ist unvergleichlich grösser als diejenige der nndereu. 
Was die zweiten Intervalle betrifft, so sind sie selbst von 
zweierlei Art: nämlich diejenigen, in denen Warzeln thatsäcli- 
lieh existiren, und diejenigen, in denen die Wurzeln verloren 
gehen. £js bleibt ans noch übrig, diesen Untersehied klar 
auseinanderzusetzen nnd sichere, leieht anwendbare Regeln znr 
Unterscheidung dieser zwei Arten von Intervallen anzugeben. 

XXI. Die angeregte Frage bietet sieh z. B. bei der Be- 
handlung der im Artikel XII betrachteten Gleiehung: 

— ^x' — 24a;' + 95 £C* — 46x — 101 = 0 

dar. Das allgemeine Theorem giebt an, daas man zwischen 
den Grenzen 1 und 10 drei Wurzeln suchen muss. Setzt man 
in die Reihe der Functionen eine Zahl die grösser als 1 und 
kleiner als 10 ist, ein, so theilt man das Intervall 1 bis 10 
in zwei Theile und hat dann die voranfgehenden Sätze auf 
die Theilitttervalle 1 bis e und e bis 10 anzuwenden. [1161 
Fährt man so mit der Einsetzung von zwischenliegenden Zahlen 
und der hierdurch ausgeführten Theiluug der Intervalle fort, 
so gelangt man, wciiii die drei Wurzeln reell sind, dazu, die- 
selben zu trennen, und mau tiudet für jede derselben ein Intervall, 
in dem sie allein gelegen ist; dies ist der Zweck der Unter- 
suchung. Sind aber zwei der gesucliteu Wurzelu imaginär, so 
führt die Untertheilung des Intervalls zu keinem Ende; man 
weiss nicht, ob die Trennung der Wurzelu, weil dieselben 
imaginär sind, unmöglich wird, oder nur, weil ihre Differenz 
ausserordf'Titlich klein, eine verzögerte ist. 

Beschrankt man sich darauf, zwisclieuliegende ^Verthe ein- 
zusetzen uud immer die Vorzeichen der Resultate zu vergleichen, 
so kann man diese Schwierigkeit nicht überwinden; diese 
Frage erfordert eine besondere Regel. Aus diesem Grunde 
kann auch die vonjß^/^vorge8chiagene»Cascadeumethode«^^) 
nicht zur Bestimmung der Worzelgrenzen dienen; denn ihr 
fehlt ein Verfahren zur Bestimmung der imaginären Wurzeln. 

Das Annäherungs verfahren y das man Newton verdankt, 
löst diese Frage auch nicht; vielmehr setzt es dieselbe als gelöst 
voraus. NewtorC^ Methode ist eines der schätzenswerthesten 
Elemente der Analysis; denn sie bezieht sich auf alle Zweige 
der Bechnung, aber sie hat nicht die Ünterseheidung der 
ima^nären Wurzeln zum Gegenstand. Um diese auszuftthren, 
haben Lagrcmge und Warin/ß^) die Bestimmung der kleinsteii 
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Differenz der Wurzeln der Gleichung oder einer Grösse, die 
kleiner als diese kleinste Differenz ist, vorgeschlagen. Vom 
theoie^hen Standpunkte betrachtet ist diese Lösung exaet. 
Wäre es in der That gelungen zn erkennen, dass die Differenz 
der reellen Wurzeln, die am wenigsten differiren, kleiner als 
eine gewisse Grösse J ist, so würde es genügen, für die 
Variable x anfeinanderfalgend Zahlen, deren Differ^ ^ oder 
kleiner als ist, einsnaetzen. So wftre man sicher, alle 
Wurzeln zn unterscheiden; wflrde man auf diese Art nicht 
ebensoviele Wurzeln finden, wie der Grad m der vorgelegten 
Gleichung Einheiten hat, so. wtlldcn, diejenigen Wurzeln, welche 
man durch diese Substitutionen nicht getrennt hat, in gerader 
Zahl vorhanden sein pnd gleloh der Anzahl der imaginären 
Wurzeln der vorgelegten Gleichung werden. [117] Aber man 
findet es leicht erklärlich, dass man eine derartige Methode 
der Auflösung nicht zulassen kann. Erstens ist die Rechnung, 
welche diesen Werth der (Jreuze J kennen lelirt, für die 
Gleichnugeu etwas höheren (Jrades unpraktisch. Zweitens 
würde man in Intervallen, in denen nach dem allgemeinen 
Theorem (Artikel VllI; keine Wurzel existireu kann, Suhstitutionen 
ausführen. Man niüsste daher zunächst das allo:emeine Theorem 
anwt'iiden und nur in den Intervallen, wo die Wurzeln gesucht 
werden dürfen, J^ubstitutionen ausführen. Dieses Verfahren 
wflrde die Länge der llechnung vermindern, aber nicht davon 
frei niaclien, den Werth von zu hnden; dies ist aber die 
Hauptschwierigkeit. Daher war es nöthig, mittelst anderer 
Principien diese sehr wichtige Frage, welche mit Sicherheit 
die Natur der Wurzeln zu erkennen gestattet, zu behau dehi. 
Es gelang mir, seit lange sie durch ein schnelles und leichtes 
Verfahren zu behandeln. Die in den folgenden Ailikeln aus- 
einanderzusetzende Lösung habe ich früher in den Vorlesungen 
an der l^cole Polytechnique de France vorgetragen; sie ist 
die klarste und einfachste unter allen, welche ich für diesen 
Gegenstand finden konnte. £s handelt sich hier um ein 
wesentliches Element , weiches man als schwierigsten Punkt 
der ganzen Theorie betrachten muss, den YöUig aufzuklären 
wir uns bemfihen mnssten. Es gentigte nicht^ das analytische 
Pnncip, aus dem wir die Lösung hergeleitet haben, anzugeben ; 
vielmehr ist es vorzuziehen, die Sätze durch Anwendung von 
Oonsirnctionen klar zu machen. Nichts ist geeigneter, die 
Natur der Frage aufzuklären. Dann geben wir mehrere Bei- 
spiele für die zur Lösung der Frage führende allgemeine Regel. 
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XXn. Man setzt vorami, dass naeb EinsetEimg zweier ZaUen 
a und b i« die FunetioiieiKreiiie: 

die Reihe (a) der Tofseieken der Resultate» d. h. diejenige^ 
welebe dnrcli ESnaetaBen reu a resallSrt, you der Reihe fh) sich 
dadnreh unterscheide, dass die zwelie Reihe zwei Voramehen- 
Wechsel weDiger als die erste enflitit; b soll dabei grösser 
als a sein. Znm Beispiel möge die Reihe [a] mit den Vor- 
zeif^en: 

H h 

[IIS] nnd die Keihe {b) mit iiat Vorwycbea: 

scblieasen. Wir setzen auch voraus, dass in allen Theileii 
dieser zwei Keihen, welche links von den soeben liingeschriebenen 
Torzeichen «ft^henj jedes Vorzeichen der Krilie f^^ mit dem 
entsprechenden Vorzeichen der lieihc {fr uIh l ein^timnit. Man 
sielit, dass, während die eingesetzte Zahl vom Werthe a zum 
Werthe l> iilMM-j^ehtj die Reihe der Vorzeichen zwei Vorzeichen- 
wechsel verliert. Aus dem voraufgegangeueu Theorem des 
Artikels VII folgt daher, dass die Gleichung f{x) = 0 nicht 
mehi* als zwei Wurzeln zwischen a und h haben kann; man 
weiss aber nicht, ob die zwei angezeigten Wurzeln reell sind 
oder in diesem Interv^alle Tcrloren gehen: dies ist die zn 
lösende Frage. Lftsst man aber in jeder der zwei Reihen '^J 
nnd (6) das letzte Vorzeichen fort, so enthält die erste Reihe 
nnr einen Vorzeichenweehsel mehr als die zweite Reihe. Daher 
kann die Gleichung f{x) = 0 nur eine Wurzel zwischen a 
und b besitzen und man ist sicher, dass diese Wurzel reell ist. 

Lässt man femer die zwei letzten Vorzeichen einer jeden 
der Reihen [a] und [b] fort, so findet man infolge der Voraus- 
setzung, dass die erste Reihe nicht mehr Vorzeichenweehsel 
als die zweite hat Die Gleichung f'{x] ^ 0 hat daher zwischen 
a und b keine Wurzel; d. h. es giebt in diesem Intervall keine 
Zahl, welche, für x gesetzt, die Fluxion zweiter Ordnung 
zu Nnll macht. 

XXUl. Es ist leicht, durcli die Eigenschaften der Figur die 
Kelationen zwischen den Functionen fix], f'\x\ f[x] darzustellen. 
Die Ordinate y der Curve )np7i ^Figur 4 uud 5i drückt den 
Werth aus, welchen die Function /"'.r^ annimmt, falls mau der 
Variabelu x iigend eiueu auf der Abscisse Ox gemessenen 
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Werth heil^ Di9 (ireiiaei a und b amd die AbseisMiiOa, 
O^. Der Bo^n mpn^ wialehcr dieMu latervali a h entspricht, 
hat kelBen iai«z:iotti|NUikil; dew idker Warth der AbMiflse, die 
je4M biitxioMiMMkt entspricht, sHnflkrt dit FUunoii awaiter 

Ordnung /"(a;) oder 1^^^] 3o ist der Bogen mpn frei 

von Krümmungen^ und da der Werth von f''{x) an den zwei 
Grenzen des Bosens positiv ist, so sieht mau. dass dieser 
Bogen die von der Figoi" angegebene Form hat. Er ist längs 
Si iuer ganzen Ausdehnung coneav. Seine concave Seite ist 
der oberen Seite der Fläche zugekehrt. In einem gewissen 
Punkt p diesf's jit gcns ist die Tangeute der Abscissenaxe par- 
allel. Dies» 1 Punkt entsprieht dem Werthe von welcher 
die FluxioiL vx>{vv Ordnung /*'f.r) annullirt; da die Gleichung 
f{x) = 0 nur eint ciTizige Wurzel zwischen den Grenzen a 
und h hat, so existirt nur ein einziger Punkt in dem die 
Neigung ISull ist. Fügt man zu dieser Bedingung noch hinzu, 
dass die äussersten Ordinaten f(a) und f{h\ positiv sein sollen, 
so sieht man, dass der betrachtete Theil der Curve durch die 
Figur 4 oder 6 dargestellt wird. Im ersten Falle exlstiren 
Bwei Schnittpunkte a und ß, und die Ahsoisseu Oa und 
diüokeii die Werthe der rfieUen Wurzeln aus. Bei der zweiten 
Figor erreicht der Bogen nicht mehr die AhaoiBsesftxe; es 
existirt also kein 8cbnit<|»«nkt, so dass die zwei geanchten 
WuTzebi imaginftr werden. Die vorgelegte Frage besteht darin, 
die zwei Constrnetionen, dnrch welche die vorgelegte Fancttoji 
im Intervalle der Grenzen a nnd b dargestellt wird, zn unter- 
scheiden. Wttrde man den genauen Werth y derjenigen Absdsse 
Oy? welche dem Punkte p mit einer zur Axe parallelen Tan- 
gente entspricht, kennen, so wflre die Frage leicht gelöst; 
man brauchte diesen Werth y nur in die Function f{x) ein- 
zusetzen und das Vorzeichen des Resultats zu prüfen. Ist 
dieses Vorzeichen von dem gemeinsamen Vorzeiehen der zwei 
Resultate f[a] und f(h) verschieden, so existiren zwei Schnitt- 
punkte a und ß. Ist aber das Zeichen von f(y) dasselbe wie 
das von f[a) und f[h\ so fehlen die zwei Schnittpunkte und 
die Wurzeln sind daher imaginär. 

Man konnte einen Näherungswei'th der Wurzel der (ilci- 
ehung f[x) = 0 fttr x in f[x] einsetzen. Hat das Resultat 
dieser Substitution ein von f{a) und f[b) verschiedenes Vor- 
zeichen, so sind die zwei Wurzeln sicher reell; diesell)en 
sind dann getrennt, ist aber das Vorzeichen des Resultats 
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dasselbe wie das von f{a^ und fih], so bleibt die !Natur der 
Wurzeln nn bestimmt; denn man weiss nicht^ ob man nicht, 
wenn man in f(x) dnen noch n&her bei 7 liegenden Werth 
einsetzt, ein von dem Vorzeichen von f[a) und f(h) verschiedenes 
Zeichen erhält ,120] Diese Schwierigkeit wtirde sich noth- 




wendig jedesmal, wenn die Wurzeln imaginär sind, darbieten; 
sie würde immer bestehen bleiben, trotsdem das Intervall de# 
Äwei Grenzen ansserordentlicli verkleinert werden könnte. 

XXIV. Um diese Z^veideiitigkeit zu beseitigen, beachten 
wir, dass sich die zweite Constraction (Figar 5) von der ersten 




Fig. 5. 



Fignr 4) durch einen eigenthflmlichen Charakter, den auch 
die Bechnung anszndrttcken vermag, unterscheidet. Wir wollen 
in der durch Figur 5 dargestellten Genstmction in den Funkten 
m und n zwei Tangenten ziehen; diese mögen ^e Axe in 

a und h' schneiden; in diesen Punkten a und h' errichte 
man die Ordinalen a m' ^ b' n\ und ziehe in den Punkten m 
und u' zwei neue Tangenten bis zum Schnitt mit der Axe. 
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Nach einer oder mehreren ähnliehen Operationen wird es dann, 
wie es sofort einleuchtet, nothwendig eintreten, dass man diese 
aufeinanderfolgenden Tangenten nicht mehr ziehen kann, 
ohne dass sie schliesslich das Intervall ab veilassen; der Ab- 
stand des Punktes a von dem Schnittpunkte der Tangente mit 
der Axe, d. h. die Subtangente, wird sicherlich gi-össer als 
das Intervall ab werden. Hat hingegen der Bogen )n n, wie 
es Figur 4 darstellt, zwischen a und b zwei Schnittpunkte, 
so wird die soeben ausgesprochene Bedingung nicht eintreten; 
jede der Subtangeuteu aa', a'a", . . . wird immer kleiner als 
das Intervall ah. n'h, . . . sein. Ebenso werden sich die auf- 
einanderfolgenden Öubtangenten hh\ h'h'\ ... bei einem Ver- 
gleich mit den Intervallen /x/, //a, . , . verhalten. Nimmt 
man bei Ausführung derselben Construction in Figur 4 die 
Werthe der zwei Subtangenten aa\ hh' und fügt sie, ohne 
die Vorzeichen zu berOcksichtigen. zusammen, d. h. ertheilt 
man jeder dieser Grössen das Vorzeichen so wird die 
Summe immer kleiner als das Intervall ah zwischen den zwei 
Grenzen. Ebenso verhält es sich mit allen fol^f ndon Sub- 
tangenten; die Summe zweier Subtangenten, die sich auf zwei 
äusserste Enden irgend eines Intervalls a'h\ d'}i\ . . . beziehen, 
wird immer kleiner als dieses Intervall sein. Dies ist ein 
unterscheidendes Merkmal für den FaU, bei dem der Bogen 
mpn zwei Schnittpunkte besitzt 

Wir haben vorausgesetzt, dass der Punkt (Fig. 4 und 5) 
genau dem ftussersten Ende der Subtangente ad entspricht. 
[121] Entspricht der Punkt einem zu a benachbarten Punkt, 
der zwischen den Punkten d und a liegt, so wfirden ^e Sätze 
unge&ndert bleiben. 

XXV. Bedient man sich des bekannten Ausdrucks für die 
Subtangente hh\ so kann man auf die vorstehende Darstellung 

leicht die Bedmung anwenden. Der Ausdruck ist gleich 

fix 

dem Verhältniss der zwei Linien nh und hU zu einander; 
hieraus schliesst man: 

dx ' ' dx f (b) 

Bildet man also den Quotienten der zwei l^'esnltate f[b) 
und f {b\ so hat man den numerischen Werth der Subtangente 
hh'. Ebenso findet man durch Division von /*(a) durch f(a)^ 

Ostw«14's Klwsiker. 127. 8 
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abgesehen vom Vorzeichen, den Werth der Snbtangente aa\ 
AUgemein ist der Ausdriiok für die Abscisse welche dem 
Sohnittpiuikte h* der Tangente nh' mit der Axe entspricht^ 

f{x) 

gleich X — Setzt man in diesen Ausdmck für x zaent 

a und dann so wird, wenn die Curve derartig, wie es die 
Figm* 4 darstellt, verläuft, das zweite Resultat b — ^^^^ immer 

grösser als das erste a — , . - • Diese Bedingung kaun nur 

dann zu beätehen aufhören, Avenn die Lao:e des Bogens die 
der Figur 5 ist; in diese lu Fall liort die Bedingung, wenn mau 
die aufeinanderfolgenden Taugenten zieht, nothwendig einmd 
zu bestehen auf. Die den reellen Wurzeln eigenthümliche 
Bedingung wird daher durch: 

„ /•(«) ^. m f{b) f{a) 

ausgedrückt. Hieraus folgt, da^^s, wenn die zwei (ireuzeu a 
und h gegeben und die Resultate f{a)^ f{a)^ f'(b)j f{b] bekannt 
sind, man, uiu dit; ]Satur der z^ei angekündigten Wurzeln zu 
erkennen, f{a] dureh f'(a) und durch f'{b) dividiren mu9S^^\ 
Wenn einer dieser zwei Quotienten, abgesehen vom Vorzeicheu, 
oder die Summe dieser zwei Quotienten die l>iflfereuz h — a 
der zwei Grenzen tibersteigt oder dieselben gleich wird, so 
ist man sicher, dass die zwei Wurzein nicht reeU sind. 

[122 ' Ist aber die Differenz b — a der zwei Grenzen grösser 
«Is die Summe der zwei Quotienten, so kündigt dies an: der 
Abstand der zwei Grenzen, zwischen denen man die Wnrzeln 
sucht, ist nicht genügend klein, um durch eine einzige Ope- 
ration die Natur der Wurzeln erkennen zu können. Man muss 
das Intenrall ab der zwei Grenzen trennen, in f{x) eine 
zwischenliegende Zahl c, die grösser als a und kleiner als h 
ist, einsetzen und das Vorzeichen des Resultats beachten. Ist 
das Vorzeichen von f(c) nicht dasselbe wie das gemeinsame 
Vorzeichen von f(a] und f{b), so erkennt man, dass die zwei 
Wurzeln reell siud; die eine liegt zwisclien a und e, die andere 
zwischen c und b. Das Intervall h — a ist so in zwei Theile 
getheilt, von diesen enthält jeder eine reelle Wurzel voll- 
ständig getrennt. 



Digitized by Google 



Die AuflOBang der beBtimmten Gleichmigeii. 115 



Am häufigsten geii^ eine erste Prdfimg znr Erkennniig 
der Natur der gesachten Wurzeln. Hierbei findet man, dasi 

die Summe der Quotienten — 77— und die Differenz h—a 

übertriü't oder daas die Substitution einer zwischenliegcuden 
Zahl 0 ein Resultat f[c] ergieht, dessen Vorzeichen verschieden 
\on dem istj welches f{a) und f[Jij gemeinsam haben. Tritt 
keine dieser zwei Bedingungen ein, so muss man schliessen, 
die Grenzen a und b seien nicht nahe ?enug, um durch eine 
einzige Operation die Natur dir ^Vll^/^ In hs stimmen zu kr>nnen. 
In diesem Falle ergiebt die Substitution der zwischeniiegeudt-n 
Znhl c das f{a) und f{b) gemeinsame Zeichen als Vorzeichen 
von f[c]. Mit den Resultaten von f'{n), f{h) nnd f[c) ver- 
hält es sich nicht ebenso: die zwei ersten haben nach Voraus- 
setzung entgegengesetztes Vorzeichen. Daher hat einer der 
zwei Auadrücke f'{a) und f'[h) dasselbe Vorzeichen wie f[c)\ 
der andere hat entgegengesetztes Zeichen. Bezeichnen wir mit 
d diejenige der zwei Grenzen a und b, welche in f'{x) gesetzt, 
ein Resultat von entgegengesetztem Vorzeichen wie f'[c) liefert 
Man sieht, dass die Gleichung f(x) = 0 zwischen den neuen 
Grenzen c nnd d eine reelle Wnrzel haben wird, die zwei 
Wurzeln, deren Natar noch nicht feststeht, mflssen im IntervaU 
▼on c bis d gesucht werden. Fflr dieses zweite Intervall 
von c bis d wird man daher die Regel, welche man auf das 
Intervall a bis h angewandt hatte, benatzen nnd die Natur 
dieser Wurzeln durch einen dem soeben beschriebenen fthn- 
liehen Vorgang bestimmen. 

[183] XXVI. Es ist nothwendig zu bemerken, dass, wenn 
die zwei gesuchten Wurzeln reell, aber gleich waren, man nicht 
nach der voraufgehenden Kegel ihre Natur erkennen würde. 
Dieken siuguliiren Zwischenfall kann man aber leicht unter- 
scheiden; es gentigt ja die Functionen f[x) und f'[x) zu ver- 
gleichen und zu sehen, ob sie einen gemeinsamen Divisor 
ip ix) haben und ob dieser genieinsame Theiler eine reelle^ 
zwischen a und h gelegene Wurzel besiizt. Existirt kein der- 
arti!?er Divisor tp[x\ oder hat die (ileichuug (f 'r] ■== 0 keine 
reelle Wurzel zwischen n nnd so gelangt man immer mittelst 
df"> beschriebenen Verfahrens und durcli Fortsetzung der 
Prüfung, soweit die Form der Curve sie fordert, dazu, ent- 
weder eine Entscheidung zu fällen, ob die gesuchten Wurzeln 
imaginär sind oder, falls dieselben reell sind, sie zu trennen. 
Im letzteren Falle wird das IntervaU ab der zwei vorgelegten 

8* 
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der zwei mit poBitiven Zeichen genommenen Quotienten , 

f!b) I l^J 

oder ihre Summe gleich oder grösser als b — a ist, so 

ist man nehery dasB die zwei gerachten Wnneln Imapnftr und. 

Wenn die yoran^egangene Bedingung nicht statt hat und 
die Snmme der zwei Quotienten also kleiner als die Differenz 
h^a ist, so hat man zu prüfen, oh die Functionen f{x) und 
fix] einen gemeinsamen Factor (pix) haben und ob die Glei- 
ehung (f, .xj = 0 eine reelle Wurzel zwischen a und h besitzt. 
Existirt dieser gemeinsame Factor fp{x) und hat die Gleichung 
(p{x^ z=: <i eine reelle Wurzel c zwischen a und 6, so hat die 
Torgelegte Gleichung z^^ * i reelle Wurzeln, die gleich c sind. 

Haben aber die zwei Functionen f[x] und fix] keinen ge- 
meinsamen Factor oder hat, wenn der Factor (p{x) existirt, 
die Gleichung (f{x] — ■ 0 keine reelle Wurzel zwischen a und 
was man leicht durch die oben auseinandergesetzten Principien 
edtennt, so muss man sehen, ob die zwei zwischen a und b 
iBgekflndig^ten Wnrzeln der Gleichung f(x) = 0 durch 8nbsti' 
t't' n einer zwiseheniiegenden Zahl die grösser als a und 
kleiner als b ist, getrennt werden kdnnen. Man wird daher 
dne solche Zahl e in f{x) substitniren. Ist das Vorzeichen Ton 
f c) meht dasselbe wie das von f{a) und f{h)y so sind die zwei 
gesuchten Wurzeln reell; die eine ist zwischen a und Cy die 
»dere zwischen e und h gelegen. Hat hingegen f[(j dasselbe 
Totieichen wie f{a] und f{b)j so schliesst man: die zwei Gren- 
len a und b waren nicht nahe genug, um mit Hfilfe eines 
wsten Verfahrens die Natur der Wurzeln erkennen zu können. 
[125_ Wälilt man daher diejenige der zwei Grenzen a und 6, 
^eren Substitution in fix] ein Resultat von entgegengesetztem 
Vorzeichen wie f(e) liefert, und ))ezeichnet diese Grenze mit 
50 wird man innerhalb den zwischen r und d gelegenen Inter- 
valles ebenso operiren, wie mau es zwischen a und b gethan 
litt. Setzt man in t^leicher Weise das Verfahren fort, so ge- 
langt mau auf sicherem Wege dahin, zu erkennen, ob es in 
dem vorgelegten Intervall keine Wurzeln giebt, oder aber, 
wenn sie existiren, sie zu trennen. 

XXIX. Wir wenden diese Regel auf yerschiedene Bei- 
ipiele, zuerst auf die im Artikel XIV behandelte Gleichung 

+ 2x- — 3» 4- 2 = 0 
Si. Man hat erkannt, dass diese Gleichung eine reelle, zwischen 
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— 10 und — 1 gelegene Wurzel, welche völlig gelrenut ist, 
besitzt. Der Vergleich der Reihen, welche den Grenzen 0 und 
1 entsprechen . giebt nn , das» man die zwei anderen Wurzeln 
in diesem Intervall suchen muss. Aber man weiss noch nicht, 
ob diese Wnrzeln tbatsäehlieh existiren oder imaginär sind. 

Um von der voraufgegangenen Regel Gebraueh zu maehea, 
vergleicht man die zwei Beihea: 

rix), /"'(.rj, fix), fix] 

(0) . . . + -r — + 

3 2 

(1) ... 4- 4- -H 4- 

4k 2. 

Unter die zwei letzten Vorzeiehen schreibt man die nnmerisehen 
Werthe der Resultate; denn nm die Natur der Wurzeln zu et- 
kennen, muss man diese Werthe betrachten. Die Reihen stellen 
den Fall dar, welchen wir zuerst geprüft haben; die Gleichung 
f"(x) a 0 hat nftmlich zwischen 0 und 1 keine Wurzel , die 
Gleichung f[x) ^ 0 hingegen eine einzige reelle Wurzel. Es 
handelt sich dämm, zu erkennen, ob die Gleichung f{x) = 0 
innerhalb dieser Grenzen zwei reelle Wurzeln hat oder ob die 
angezeigten Wurzeln imaginär sind. Entsprechend der Kegel 

schreibt man die zwei Quotienten, und abgesehen 

vom Vorzeichen, nämlich f und -|-, hin; man prüft, ob einer 
dieser zwei Quotienten oder ihre Summe grösser oder gleich 
der Differenz 1 der zwei Grenzen ist. [186] Da diese Be- 
dingung eintritt, so ist man sicher, dass die zwei angekftn- 
digten Wurzeln imaginär sind. Daher hat die vorgelegte Glei* 
chung zwischen — 10 und — 1 eine einzige reelle Wurzel. 
Hingegen fehlen im Intervall 0 bis 1 zwei Wurzeln. 

XXX. Als zweites Beispiel für die Anwendung derselben 
Regel wählen wir die schon in XV behandelte Gleichung: 

a;^ + 4- X* — 2ÖX — 36 == 0. 

Man hat erkannt, dass zwei Wurzeln im Intervall — 10 bis 

— 1 angezeigt sind; es handelt sich darum, festzustellen, ob 
die zwei Wurzeln reell sind oder in diesen Grenzen verloren 

gehen. Man erledigt diese Frage, indem man nach der Regel 

des Artikels XXVIII die zwei Reihen: 
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ru fix], f(xi 

(-10)... + - 4- - + - 

45955 89686 
(-1).... + - + - - - 

26 10 

vergleicht. Unter die swei letet^ Vorzeichen jeder Reihe 
haben wir die nnmerisehen Wer^e der Resnltate gesehrieben« 
Die zwei zu vergleichenden Reihen genügen den Bedingnagen, 
wekhe der Inhalt der Regel vormsBetst* Han wird daher 

untersuchen, ob einer der Quotienten , oder ihre 

' 4o9oo 26 

Summe grösser oder gleich der Differenz 9 der zwei Grenzen 
wird: da dies nicht statt hat, so ist das Intervall von — 10 bis 

— 1 in üntertlu ile zu theilcn. Bevor iiian aber zur Substi- 
tution einer zwischenliei: enden Zahl tlbergeht, musa man prü- 
fen, ob die Functionen f{x] und f'{x), 

+ a;* — 2505 — 36 und 5a!* -h 4aj* + 2« — 25, 

einen gemeinsamen Divisor haben und ob dieser eine reelle 
Wurzel zwischen — 10 und — 1 besitzt. Da dieser Divisor 
nicht existirt, so setzt man an die Stelle v(vn x eine zwischen 

— 10 und — 1 gelegene, durch eine einzige Ziffer ausgedruckte 
Zahl. Nimmt man — 2 zu dieser zwischenliegenden Zahl und 
sucht die Vorzeichen der Resultate, welche die Substitution von 
[127] — 2 in die Functionen: 

rw, /""w, m rw, n^) 

ergiebt, so findet man: 

(- 10) . . . + - + - + — 

(-2) -h - 4- — -h + 

(_1) ^_ „ 4. _ _ — . 

In der Reihe { — 10) zählt man ö, in der Reihe ( — 2) 4, in 
der Reihe ( — 1) drei Vorzeichenwechsel. Folglich hat die Sub- 
stitution der eiugeschobenen Zahl die angekündigten Wurzeln 
getrennt. Sie sind daher reell; die eine ist zwischen — 10 
und — 2, die andere zwischen — 2 und — 1 gelegen. 

Auf diese Art ist die Operation, welche Natur und Grenzen 
der Wurzeln besamen soü, vollendet. Die Gleichung hat 
zwei imaginäre und drei reelle Wurzeln; die eine liegt 
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zwischen — 10 und — 2, die zweite zwischen — 2 und — 1, 
die dritte zwischen 1 und 10. 

XXXI. Wir haben bisher vorausgesetzt, die zwei ver- 
j^lichenen JÜeihen sden derartig, dasa: V die zw^te nur zwei 
Vorzeichenweohgel weniger als die erste habe, und 2) dass 
bei FortlasBang der z^^ ( i letzten Vorzeichen die zwei Keihen 
dieselbe Anzahl von Vorzeichenwechseln besitzen. Die Auf- 
einanderfolge der Vorzeichen in den zwei Keihen ist einer 
grossen Anzahl tob Comblnationen fiüiig, nnd die Zahl der 
angekündigten Wurzeln kann anch grösser als 2 sein. Wir 
haben noch zu zeigen, dass die Anwendung derselben Regel 
für alle Ffllle znr leichten Unterscheidung der imaginflren Wni^ 
zeln ansreiohi Diese Unterscheidung kann durch Yergleich 
der Resultate, welche die Substitution der Grenzen a nnd b 
in die Fimctiouen: 



liefert, durchgeführt werden« Diese Resultate lauten: 



[128 In der ersten Reihe zählt man, wieviel Z( irlitinvechsel 
von dem ersten Gliede f^'^'^a) bis zum zweiten, bis zum dritten, 
bis zum vierten u. s. w., indem mau von Unks nach rechts 
vor<rplit, statt haben. Man schreibt über jedes Glied, wie 
/ ^~')[a), die Anzahl h der Vorzeichenwechsel, die in der 
Reihe bis zu dem Gliede /'(''*""*^(a), dieses eingeschlossen, ent- 
halten sind. Bbenso bestimmt man in der zweiten Reihe, wie- 
viel Vorzeichenweehsel von dem ersten Gliede bis zu irgend 
einem Gliede f^"^" Ofp) vorhanden sind. Die Anzahl der in 
der zweiten Reihe bis zum Gliede fi*'^''^\b) gefundenen Vor- 
zeichenweehsel sei L Dann bilde man die Differenz h — k der 
zwei entsprechenden Zahlen, die in den zwei Reihen gefunden 
werden, und schreibe diese Differenz unter die zwei Glieder; 
diese Differenz, die nie negativ sein kann (Artikel VII) , be- 
zeichnen wir mit d. Man bildet so ;ius dem Anblick der zwei 
iieihen eine Folge von ludices, welche uuter die Glieder der 
Reihen zu setzen siud. 

XXXII. Sind z. B. die Voizeielieii der Resultate in den 
zwei Vergleichsreiheu durch die lolgeude Tabelle angegeben: 



fO")(a), /'0"-0(a), /'(m-O(a),..., /», 

fM^t), m m f{b). 
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4 4 5, 



so lintot die nach der voiaufgehenden Eegel gebildete Indiees* 

reihe: 

0, 0, 1, 1, 1, 2, K 2, 2, 3, 4. 3, 4, 4, 5. 
Wir bezeiclmen diese Reihe allgemein mit: 

0, d, Ö\ d'\ 6"', J. 



Der letzte Iudex J zeigt, dass die vorgelegte Gleichung zwi- 
schen den GreiiÄen a und h nicht mehr reelle Wurzeln bo- 
sitzpii kann, als J Einheiten hat. Allg^^raein lägst irgend ein 
index (), welcher der Function ^cr: ( nts])richt, erkeini ii, 
dass die Gleichuii j- = O zwischen den Grenzen a und b 

keine grössere Anzahl Wurzeln als ö besitzen kann, [1291 
im behandelten Beispiel kann die vorgelegte Gleichung f[X; =0 
zwischen a und b nicht mehr als 5 Wurzeln haben, eine dieser 
Wurzeln ist sicher reell. W«8 die Gleichung f(x) = 0 be- 
trifft, so ist die Anzahl der angekündigten Wurzeln gleich 4; 
diese Gleichnng kann daher zwischen denselben Grenzen a und h 
sieht mehr aha 4 Wurzeln besitzen. Eb«Mo TerhAlt es sieh 
mit der Gldehnng f(x) «0. Fflr die Gleiehnng f"(x) = 0 
ist die Anzahl der angektlndigten Wnrzeln gleich 3; eine dieser 
Wmseln ist sicherlich reell. 
I Bezeichnet man den Werth irgend eines Index ndt d, so 
I iai derjenige des folgenden Index d, d — 1 oder d + 1 i dies 
I ist eine unmittelbare Folge der Bildung der Reihe. Man mnss 
nothwendig auf diese letztere Bemerkung Gewicht legen, denn 
wir werden von derselben in diesem Werke bei der Btli;iii<i- 
luDg der tran&cendeuteu Functionen noch Gebrauch machen 
mttasen. 
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XXXIÜ. Ist der letzte Iudex J gleich O, so ist, wie wir 
schon ausgeführt haben, das Intervall zwischen den Grenzen 
a und h so beschaffen, dass man in ihm keine Wurzel der 
vorgelebten üieli huiig f\x) — 0 snchen kann. 

Ist dieser letzte Index J gleich 1, so hat die Gleichung 
([x^ = 0 zwischen a und h eine einzige reelle Wurzel. Die 
V(»rruilV> henden Indices, welche fipc) und f'^x) entsprechen, 
können von U oder 1 verschieden sein : aber man sieht leicht, 
dass, wenn man das Intervall von a bis b durch die £in- 
sehiebuBg von zwischenliegenden Zahlen verideinert, man den 
yorletzlen Index, welcher f\x) entspricht, zu l^iül machen 




Fig. 6. 



kann. Thatsftehlich haben {{x) und f[x) keinen gemein- 
samcB Theiler (^{t)^ welcher durch Snbstitatioii einer zwi- 
schen a nnd h gelegenen Zahl IffnU werden kann ; denn wtre 
dies der FaU, so hatte die Oleiohong f[x) =s 0 im Intervall 
a bis 6 zwei reelle gleiche Wurzeln. Da aber der letzte Indei 
gleich 1 sein soll, so kann die Gleichung f{x] = 0 nicht mehr 
als eine reelle Wurzel a zwischen und h besitzen. Daher 
kann man den Werthbereich ftir die reelle Wurzel vermindern 
und bis zu den Grenzen a und V ausdehnen, so da^s die 
(fleichuug /"(x) =^ 0 zwischen diesen Grenzen keine Wurzel 
haben kann. 

Die Tonstructionen machen die Wahrheit dieser Resultate 
recht klai-, [130] In der That schneidet die Ourve, deren 
Gleichung jy --- f[x) ist, die Abscissenaxe (Fig. 6) sicher in 
einem gewissen Punkte a zwischen a und h\ denn die Glei- 
chung f[x] = 0 hat nach Voraussetzung in diesem TntervaU 
eine reelle Wurzel. Nun ist es klar, dass zu beiden Seiten 
dieses Schnittpunktes a ein Intervall a b' existirt, so dass der 
Bogen /lai', der Uber diesem Intervalle liegt, Iceinen Punkt, 
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in dem die Neigung der Tangente 2su\l ist, enthält. Kur 
dann allein würde eine Aufljiahme eintreten, wenn im Schnitt- 
punkte selbst die NeigUDCf "Null wurde. Aber in diesem Fall 
verschwinden die zwei Functionen / .r und f'{x] orleiehzeitig liir 
diesen Werth a von x. Folglich würde die Clrlchuug f{x] ~ 0 
im Intervall von a bis b wenigstens zwei reelle gleiche Wur- 
zeln besitzen. Daher könnte nieht, Avie vorausgesetzt wurde, 
der letzte Index 1 sein; vielmehr >\ilrde er wenigstens 2 sein; 
denn die Gleichung f(x] = 0 kann nicht mehr reelle ungleiche 
oder gleiche Wurzeln in dem InteiTall der zwei Grenten be- 
sitzen, als der letzte Index Einheiten enth&U. 

Genfigt das Intervall der vwti Grenzen dieser Bedingung, 
die immer erfüllt werden kann, nftmlich, dass der letste Inn 
dex 1 und der vorletxte 0 ist, se sagen wir, die im Inter- 
valle gelegene reelle Wnrzel ist völlig getrennt. Im zweiten 
Bache dieses Werkes geben wir Begeln, die die Werthe hier- 
IHr auf kflrzestem Wege zu berechnen geeignet sind. 

XXXIY. Ist der letzte Index weder 0 noch 1, so ist das 
Intervall eines derjenigen, in dem man mehrere Wurzeln suchen 
musB. Kur in diesem Fall kann es nöthig werden, die Regel, 
welche zur Unterscheidung der ima^ären Wurzeln dient, an- 
zuwenden. 

>sehmeu wir an, dass der letzte Iudex 2 oder grösser als 
2 sei, so geht mau bei der Trennung der Wurzeln auf fol- 
gende Art vor: 

Hat man, wie wir es weiter oben schon angaben, die Reihe 
der Indices zwischen entspiechi inleu Gliedern der zwei Reihen 
(a, und [b] gebildet, so durchlaufe mau diese Reihe der In- 
dices von rechts nach links, bis m;ni zum eisten Maie den 
Index 1 ündet. Diejenige der Functionen der Reihe: 

^"»W, /•(•»-)(*), . . ., fi'Oia:), . . ., fix), fix), fix], 

welche diesem Index entspricht, sei f^"^{x). [1311 Man sieht, 
dass die Wurzeln bis zu diesem Gliede getrennt sind, d. h.^ 
wenn man bei f^^'^x) stehen bleibt, so besitzt die Gleichung 
fi^^(x == 0 zwischen a und b eine einzige reelle Wurzel. Man 
muss jetzt diesen Trennungsprocess immer weiter fortsetzen, 
so dass sieh der Index 1 immer mehr nach der rechten Seite 
der Reihe verschiebt, bis schliesslich der letzte Index ^ die 
Einheit wird; dies ist das Ende der Operation. 

Dem Index 1, bei dem man stehen geblieben ist und welcher 
der Function [a:] entspricht, folgt nothwendig rechts der 
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Index 2. AVir haben ja oben bemerkt, dass der Iudex ö\ 
welcher anf den Iudex d folgt, nur d — 1 oder Ö -{-1 scim 
kann: dem Index 1, um welchen es sich handelt, kann dalier 
nur der In lex 1, 0 oder 2 folsren. Der folorende Index kann 
nicht gleich 1 sein, denn wir Mil ben bei dem dliede, das zum 
ersten Male gleich 1 war, stellen. Wäre der fol^-ende iudex 0, 
so niüsste dieser Index 0 im weiteren Theile der Reihe zu- 
nehmen ; denn sein letzter Werth ist nach Voraussetzung 2 oder 
grösser als 2. Der Index 0 würde daher, wenn er zunimmt, 
auch einmal die 1 passiren ; mithin würde in diesen F&lle& 
der Index, bei dem wir stehen blieben, nicht, wie wir vorausr 
setzten, das erste Glied, welches beim Yorwärtssehreiten von 
rechts nach links den Werth 1 hat, sein. Daher falgt dem 
Index 1, welcher rechter Hand dem Ende am niehsten steht^ 
der Index 2. Geht diesem Index 1 nicht die Nnll voraus, so 
kann man das Interyall der Gremsen a nnd b derartig yer* 
kleinem, dass diese letztere Bedingung erIWt ist. Setaen wir 
▼orans, dass, w&hrend die Indices, welche den IVmctionen 
/*(")(a;} nnd p^^^^^x) entsprechen, 1 nnd 3 sind, derjenige 
Index, welcher der voraufgehenden Function (ir) ent- 

spricht, ukLi Null sei. Man hat dann in dem Intei vall a bis b 
ein Theilintervall zu betrachten : dieses möge zwischen den 
neuen Grenzen a' und b' liegi^n und so beschaffen sein, dass 
die den Functionen /'^'^"^^^[x) und entsprechenden In- 

dices 0 bezüglich 1 seien. Auf diese Art wird da*^ ursprüng- 
liche Intervall von a bis b ans drei anderen, uäiniich von a 
bis a', von a bis //, von h' bis //, oreliildet. 

[132] Da die einzige reelle, zwischen den Grenzen a und b 
gelegene Wurzel zwischen den neuen Grenzen a nnd b' hegtj 
so ist klar, dass die Gleichung f^^^^ix] = 0 in dem ersten der 
Intervalle, nämlich dem von a und a begrenzten, ebenso wie 
in dem dritten, das zwischen den Grenzen b' und 6 liegt, 
keine reelle Wurzel besitzt Daher wird fOr jedes dieser ex- 
tremen Intervalle a bis a' oder b' bis b der der Function 
f^'^^x) entsprechende Index gleich Nnll. Es folg^, dass fttr 
jedes dieser Intervalle a bis a oder b' bis b die Trennung 
der Wurzeln tlber die Function f^'^'^x) hinaus geftthrt ist; d. h., 
wenn in einem dieser Hieilintervalle nach dem Index 0 ei» . 
der Einheit gleicher Index existirt, so entspricht er einer Func- 
tion, die mehr nach rechts als f^^^ix) steht. Was das Theil- 
intervall von a bis b' betrifft, so weiss man, (la>> der f^^^[x) 
entsprechende Index gleich 1 ist; es kann vorkommen, dass 
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diese 1 nielit mehr zu dem letzten Index, -vvelclier gleicli der 
Einheit istj gehört, d. Ii. iiiaii liiidci einen anderen Term, der 
auch gleich 1 ist und weiter nach rechts steht. In diesem 
Falle ist die Trennung der Wurzeln (Iber die Fnnction (a;) 
hinaus geführt. Aher (s kann auch vorkommen, dass der 
/'(")f.r^ entsprechende Index 1 für dieses Intervall a bis h* 
aticb noch dasjenige Glied 1, welches dem rechten Ende am 
nächsten steht, ist. in diesem zweiten Falle folgt auf den 
Index 1, um den es sich handelt, 2; folgiiob sind die den 
Functionen : 

entsprechenden Xndices: 

0, 1, 2. 

Aus dieser Untersuchung folgt, dass man durch Theilung 
(IfS ursprünglichen Intervalls der Grenzen '/ und b in jedem 
Thciiiutervall den Iudex 1, welcher dem Fjule am nächsten 
steht, mehr und mehr nach rechts bringen kann, wofern man 
nicht in gewissen Theilintervallen bemerkt, dass dem letzten 
Index 1 die Zahl 2 folgt und die Null vorausgeht Nur wenn 
dieser erwähnte Ausnahmefall sich darbietet, hat man zu unter- 
Buchen, ob die angeiLflndigten Wnrzehi imaginär sind. In allen 
anderen Fällen muss man die Trennung der Wurzeln weiter 
fortführen, bis der letzte Index der Reihe 1 wird. 

[133] XXXV. £8 bleibt daher sehliesslich nur noch ein 
mager Fall zu betrachten, nftmlich der, wo anf den lets- 
ten Index 1 die Zahl 2 folgt, während die Noll ihm voranf- 
geht. 

Das Intervall möge nun zwischen den Grenzen a nnd h 
liegen and die folgenden Eigenschaften besitzen: 

Vergleicht man die Reihe ia] der Vorzeichen, welche dnrch 

die Substitution der Grenze a in die Functionen: 

hervorgeht, mit der Reihe 'b]^ welche die Substitution der 
anderen Grenze b ergiebt, nnd bildet nach dem Vergleich die 
Beihe der Indices, so betrachte man' in dieser Reihe das Glied 
welches rechter Hand dem Ende am nächsten steht; diesem 
letzten Index, welcher gleich 1 ist, gehe 0 vorans nnd es 
folge 2. Die anfeinanderfolgenden Indices: 

0, 1, 2 



I. 
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eiitipreciieii den FasetioBen: 

Die Gleichung f^'^'*'^\x) » 0 kann zwischen a und b keiae 
Wnrzel kabeo. Die Gleichung f^^^(x) == 0 hat in diesem Inter- 
vall eine reelle Wnnel und kann auch nicht mehr beaitBen. 
Wm die Gleielraiig ^*^'^>(a?) » 0 betrifft, so kann sie swisebea 
a und b iiieht mehr alt swei reelle WanBeln beaitzeD. Es 
handelt sich darum, zu erkemiett, ob diese Wnrzela existireii 
oder innerhalb derselben Grenzen verloren gehen. In dem 
ersten Falle wttrde die genaue Wnrzel der Gieiehung f^'^Xx) ==0, 
wenn man sie in f^^^*^x) und + setzt, zwei Resultate 
von entgegenojesetztein Vorzeichen liefern; in dem zweiten Falle 
würden die Ucsultate der zwei Ausdrüeke dasselbe Vor- 
zeichen haben. I>ie Frage besteht darin ^ zn entscheiden, 
welcher der zwei Fülle statt liat. Diese Fra^e haben wir be- 
reits durch die im Artik» 1 XW III ausgesprochene Regel ge- 
löst: eb wird daher genügen, diese Regel auf die drei Func- 
tionen f^'^^^r], /'<"-')(^r^ und die Oreuzeu a und b 
anzuwenden. Erkennt man, dass die zwei Wurzeln der Glei- 
chung /'(""O^r) = 0 reell sind, so werden sie getrennt sein; 
das Intervall der Grenzen a nnd b findet sieh in zwei andere 
zerlegt; für jedes derselben wird man die Reihe der ihm 
eigentiiflmlichen Indioes gewinnen. [134] In jeder Reihe wird 
der Iudex 1, welcher dem reehten Ende am nächsten steht, 
Aber die Fimction f^^^x) hinans geführt werden. 

Erkennt man aber, dass die Gleichnng f^*^^0{x) = 0 zwei 
Wurzeln im Intervall yon a bis h verliert, so sehliesst man, 
dass es ebenso mit allen folgenden Gleichungen: 

fin--\x) = 0, r^-^{x^ = 0, . . / 'H ^ 0, fix) = 0, — 0 

sein wird. Thatsftchlich fehlen der Gleichung >(a") = 0 
zwei Wurzeln, weil sich zwischen denselben Grenzen eine reelle 

Wurzel / der Gleichung /(♦»)(aj) = 0 findet und diese, in f^^'^'^'x) 
und f^^^^Xx) gesetzt, zwei Resultate dessel))t!n Vorzeichens er- 
giebt. Daher verliert die Reihe der Vorzeichen der Resultate 
zwei Vorzeichenweehsel. wenn der \\ erth von r srleieh demjeni- 
gen wird, der die Function 7a\ Null macht, mithin fehlen 
der vorgeiegton Gleichung im Intervall der Grenzen a und h 
auch zwei Wurzeln. Es folgt, dass in jedem iudex, welcher 
einer der Functionen: 

^«-0(.^), /(»-»)(x), r<"-"w. m m, fi<») 
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entspricht, sich ein The II dieses Index, der gleich 2 ist und 
den zwei Wurzeln, die in diesem Intervall den Gleichungen 

/^<»-0(a:=0, = 0, . . /"(x; = 0, f^x) = 0, 

fix) = 0 

fehlen, zugeordnet ist, befindet. Dieser Theil jedes Index, 
welcher gleich 2 ist, mnss daher von dem tlbrig bleibenden 
Theile abgetrennt werden nnd kann fortgelassen werden. Nnr 
der übrig bleibende Theil giebt an, wieviele Wnxzeln man in 
dem Intervall der Grenzen suchen muss. Daher wird man 
von jedem der Indices, welche den Functionen: 

/•(«-0(a;), r--^){x), f^^-^^ix), fix], fix) 

entsprechen, die Zahl 2 abziehen müssen ^ so dass 0(a;) 
den Index 0 erhalten wird. 

[185] Stellt man die soeben bewiesenen Sätze zusammen, 
so sieht man, dass in allen Füllen, seien die zwei Wurzeln 
der Gleichung (a-) = 0 reell oder mögen dieselben im 

Intervall der Grenzen a bis b verloren gehen, die voranf- 
gehende Operation neue Beihen von Indices, in welchen das 
Glied 1 näier gegen das rechte Ende hin als früher steht, 
ergiebt. Wendet man die voraufgehende Regel auf jede dieser 
Reihen au, so gelangt mau uotbweudig zu Reihen von Indices, 
dereu letztes Glied 0 oder 1 ist. 

XXXVI. Die zwei folgenden Beispiele eiliintern die so- 
eben für die Trenuuug der Wurzeln ^egebeue Regel. 

Im Artikel XII hat man durch liehaudhing der Gleichung : 

- 3x' — 24:X^ 4- 9öa;^ — 46a; — 101 = 0 

gesehen, dass man drei Wurzeln zwischen den Grenzen 1 und 10 
Bachen muss, von denen eine sicherlich reell ist Es handelt 
sich darum, zu erkennen, ob die zwei anderen Wurzeln exi- 
süren oder ob die Gieichuug zwei imaginäre Wurzeln hat, 
welche in diesem Intervall verloren gehen. Bei der Unter- 
snehung wird man auf folgende Art vorgehen: 
Die zwei Vergleichreihen lauten: 

f^x), f^^ix], r"(x\, fix), fix], fix] 
{!).... + -h - -h -f 

120 48 156 30 65 78 
0 0 1 2 2 3 

(10) . , . + -f- + -h -f 

120 1128 5136 löiOU 32654 54939. 



Digitized by Google 



I 



128 Joseph Fonrier. 

Die nach Artikel XXXI gebfldete Indexreihe lautet: 0, 0, 1, 
2j 2, S. Da der letste Index S ist^ so iBt das InterraU eiaea 
derjenigen, anf welehe die Kegel dea Artikels XXXV anzn- 

wenden ist. Unter die Vorzeichen der Resultate sind die nnme- 

rischeii Wertbe der entsprechenden Functionen geschrieben. 

Durchlault mau die Reihe dieser ludiees von rechts nach 
links, von dem letzten Gliede 3 anfangend, so findet man zum 
ersten Male den Iudex 1 als der Function f'"{x) entsprechend; 
auf diese? ^^Uied 1 folgt 2, voraus oreht 0. So lassen die drei 
au t>in:nidi i folgenden Indices erkennen, dass mau auf die Func- 
tionen r'{x], fix) die Regel des Artikels XXVITT. 
weiche zur Unterscheidung der imaginären Wurzein dient, an- 

30 

wenden muss. [136j Mau schreibt daher die Q^^otienten 

IT) 150 

hin nnd prttft, ob einer dieser Quotienten oder ihre 



5136 

Summe die Diflferenz 9 der Grenzen übertiifft oder ilir gleich 
wird. Da dieses nicht stattfindet, so schliesst man, daaa die 
Qrenzen 1 und 10 nicht nahe genug bei einander liegen und 
man nicht die l^atnr der Wurzeln durch eine einzige Operation 
bestimmen kann. Man setst daher eine zwischenliegende Zahl 
ein ; man muss aber vorher entsprechend der angegebenen H^el 
prüfen, ob die Functionen f[x) und f"(x\ weldke 

2035« — 36rr* — 144a: + 190 und 60rc* — l^x — 144 

sind, eiueu sremeiusamen Divisor haben. Da ktin solcher s'e- 
meinsamer Factor existirt. so wird man in die Fuuciiuueu eine 
zwischen 1 und 10 gelegene Zahl, die einzittrig ist. einsetzen. 

Die Substitution der Zahlen 2 und 3 ergiebt die folgenden 
Kesultate, welche wir den Reihen (1) und (10) zufügen: 

r^n rVh m 



(2) 



(3 



-4- 


-h 




4- 


+ 




120 


48 


156 


30 


65 


78 


0 


0 


0 


1 


0 


0 


1 

120 


-h 
168 


48 


82 


-f- 
30 


21 


0 


0 


1 


0 


1 


2 


4- 


-1- 


4- 








120 


288 


180 


26 


43 


32 


0 


0 


0 


1 


1 


1 




-4- 


+ 






4- 



120 1128 5136 15150 32654 54939. 
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Der Yeij^dch fler Bdbeii (1) und (2) zeigt, dass zwisehen 
den Grenzen 1 und 2 keine reelle Wnrzel liegen kann ; denn 
die zwei Reihen haben dieselbe Anzahl von Torzeiehenweehzeln. 
Dieses Resultat ergiebt sieh aneh ans der Reihe der zugehö- 
rigen Indioes 0, 0, 0, 1, 0, 0, weil der letete Index 0 ist 
Es folgte dass inan die drei Wnrzehi zwischen 2 nnd 10 suchen 
mnss : denn der Vergleich der zwei Grenzen 2 und 10 liefert 

1187] (2J ... + + -- + - 

Ö 0 1 1 2 3 

(lOj... + + + 4. 4- -I- 

Der letzte Index ist 3. Geht man aber von diesem Gliede 

ans und begriebt sich weiter, bis man in der lieihe zum ersten 
Mille den Index 1 findet, so sieht man, dass ihm die 2 folgt; 
dies muss nothwendig eintreten. Aber da die Null nicht voraus- 
geht, so muss man das Intervall von 2 bis 10 sofort wieder 
theilen. Wir haben daher schon eine der zwischen liegenden 
Zahle n, nämlich 3, eingesetzt. Der Vergleich der zwei Reihen 
{2j und (3) zeigt, dass man die zwei Wurzeln zwisclien diesen 
Grenzen zn suchen hat. Die Reihe der Indice^^ lautet 0, 0, 
1, 0, 1, 2. Dem am äuasersten Ende zunächst st( henden In- 
dex 1 folgt der Index 2 und geht der Index 0 vorauf ; hieraus 
erkennt man, dass man anf dieses Intervall die zur Unter- 
scheidung der imaginären Wurzeln dienende Regel anwenden 

21 32 , 

muss. Man sehreibt daher die (Quotienten ^ und hin; 

da ihre Summe grösser als die Differenz 1 der Grenzen ist, 
so sind die zwischen 2 nnd 3 angesagten Wurzeln sieher 
imaginär. Es bleibt noeh das Intervall von 3 bis 10; fitar' 
dieses ist die Indexreihe 0, 0, 0, 1, 1, 1. Daher hat: 
die Gleichung zwlsohen ^esen Grenzen eine einzige reefle 
Wurzel. 

Damit sind die Operationen, welche die Bestimmung der 
Natur der Wurzeln der vorgelegten Gleichung und die Fest- 
legung für ihre Grenzen zum Gegenstand haben, beendet. 

Das Intervall von — 10 bis — 1 enthält eine einzige reelle 
Wnrzel. 

Eine zweite Wnrzel ist zwischen den Grenzen — 1 und 0. 
Zwischen 0 nnd 1 kann keine Wurzel liegen. Ebenso ver- 
hält es sich mit dem Intervall der Grenzen 1 nnd 2. 

OstwAld*» Klassiker. 127. 9 > 
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Die Gleichung hat zwei iiaagiuüre Wiirseln, die zwiacUeu 
2 und 3 verloren gehen. 

Sie hat zwischen 3 und 10 eine reelle Wurzel. 

Die einzigen Intervalle, in denen aioli die reellen Wurzeln, 
und zwar getrennt vorfinden, sind die von — 10 bis ^ 1, von 
— 1 0 und von 3 bis 10. 

XXXVil. Als zweitea Beispiel sei die im Artikel Xm be- 
bändelte Gleichung: 

X* — 4:X^ — 3x + 26 ^ 0 

Torgelegt. 

[138] Der Vergleicli der Reihen fl) und (10) hat, wie w\t 
SAben, zwischen diesen Grenzen zwei Wurzein angezeigt. Es 
handelt sich darum, zu erkennen, ob diese zwei Wurzein reell 
sind oder in diesem Intervalle verloren gehen. 

Die Yergleiehsreihen lauten: 



(1) . . . . 





A , 


V" 




X 


+ 


0 

« 






+ 


24 


0 


12 


11 


17 


0 


0 


1 


1 


2 


-h 


H- 


+ 




+ 


24 


216 


960 2797 


5993. 



(10) . . . 



Unter die Vorzeichen der Resultate sind die numerischen 
Werthe geschrieben, und das Zeichen 0 ist, entsprechend der 
Bemerkung des Artikels XI, durch das doppelte Yorseichen 
ersetzt. Die Reibe der Indices lautet fttr ^eses Intervall 0, 
0, 1, 1, 2. Der dem äussersten rechten Ende am nAcbaten 
stehende Index 1 ist der vorletste; ihm folgt die Zabl 2, die 
Null geht aber nicht voran. Folglich muss man das Intervall 
der Grenaen 1 und 10 theilen. Setzt man die Zahl 2 ein, 
so findet man .die folgenden Resultate: 

(2).... -f + 0 - +• 

Das dritte Glied wird 0, infolgedessen erfordert es die 
Anwendiint^ des doppelten Vorzeichens. Aber die durch das 
untere Voi'zeicheu gegebene Reihe hat nicht weniger Vor- 
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9S6ic!ienwech»el als die dareh das obere Vorzeiehen gegebene 
Beihe. Daher geht In dem nnendlieh kleinen Intervall von 
<:C 2 bis 2 keine Wnizel verloren. 

Yeigleleht man die Reihe (> 1) mit der Reihe « 2), so 
sieht man, dass es zwischen 1 nnd 2 keine Wnrzel geben 
kann; vergleieht man die Reihen: 











A", 


X 


(>2) . . . 


+ 


+ 


+ 




4- 




24 


24 


0 


19 


1 




0 


0 


0 


1 


2 


(lOj 


4- 


+ 


-f- 


4- 


+ 




24 


216 


960 2797 


Ö993, 


tindet man, 




liächen 


2 uiid 


10 


zwei Wurzeln 



zeigt werden. [139] Die Reihe der Iiidices lautet 0, 0, 0, 1, 2. 
Dem Index 1, welcher dem rechteu Ende am nächsten steht, 
folgt die Zahl 2 und geht die Zahl 0 voraus; dalier hat man 
die Kegel, welche zur Unterscheidung lur die imaginären Wur- 
zeln dient, anznwenden. Schreibt man die Quotienten ^ nnd 
5993 

' hin, so sieht man, dass die Summe dieser Zahlen kleiner 

als der Abstand 8 der zwei Grenzen ist: daher muäs man 
eine der zwischen 2 und 10 opelegenon, einziffrigen Zahlen ein- 
setzen. Zunächst aber hat man rsich zu versichern, dass die 
Gleichung A' = 0 in dem Intervall, um das es sich handelt, 
nicht zwei gleiche Wurzeln besitzt. Dies hat nicht statt; denn 
die Functionen X und X\ welche 

— 4flj' — 3« + 23 und 4«* — 12aj* — 3 

lanten, besitzen keinen gemeinsamen Divisor. Setzt man die 
zwischenliegende Zahl 3 ein, so findet man folgende Resultate, 
welche wir mit denen der Reihen 2) und (lOJ vergleichen : 

(>2) ... + 4- 4- - H- 

(3) + + + - - 

(10) .... + + + + + 

Daher sind die Wurzeln, welche zwischen 1 und lo an- 
gektlndigt waren, reell. Sie sind durch die Substitution (b r 
Zahl 3 getrennt; die eine liegt zwischen 2 nnd 3, die andere 
zwischen 3 und 10. 

9* 
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Hiermit äind die OperatioBeiiy welche die ^Atur der Wuv» 
zeiii der Gleichung^ 

zu bestimmen und die Grenzen fiBr dieselben zu be^iciuiea 
zum Zwecke hatten, vollendet. 

Erinnert man sieb aa die im Artikel XIXI gewonnenen 
Hesnltate, so erkennt maO) dass die Gleichung zwischen den 
unendlich wenig entfernten, oberhalb und unterhalb Noll ge- 
legenen Grenzen zwei imaginilre Wurzeln besitzt; 

im Intervall 0 bis 1 and ebenso im Intervall 1 bis 2 bat 
sie keine Wnrzeln; 

zwischen 2 und 3 hat die Gleiohung eine und zwisehen 
3 und 10 eine zweite reelle Wurzel. 

140] XXXVIII. Ans dem Voi aufgehenden ersieht ujan, 
dass sich die Bestimmung der Grenzen fflr die reellen Wur- 
zeln und die UnterscheiduiiL^ der imaginären Wurzeln auf die 
Anwendung der zwei Hauptregeln r^Mluciren. Die eine dieser 
Kegeln folgt ans dem Theorem Ii bei die Vorzeichenwechsel, 
weiche die Keihe der Vorzeichen erleidet, wenn sich die ein- 
gesetzte Zahl durch unendlich kleine Zuwächse, von an- 
fangend, vermehrt (Artikel VII, VIII, X). Die zweite ,Begel 
Iftsst mittelst einer sehr einfachen numerischen Rechnung ei^ 
kennen, ob die eingesetzte Zahl, welche eine der zwischen« 
liegenden Functionen annnllirt, der vorangehenden und der 
folgenden Function zwei gleiche oder zwei verschiedene Vor- 
zeichen giebt [Artikel XXYIII, XXXI, XXXV). Die ans diesen 
zwei Regeln zusammen resultirende Operation giebt znnflehst 
die IntervaUe an, in denen man die Wurzeln suchen muss; 
dann theilt sie diese Intervalle in mehrere andere ; von diesen 
enthält ein jedes eine einzige reelle Wurzel, üm das Ver- 
fahren in seinem Gesammtverlanf zu zeigen, fassen wir die 
Resultate zusauiiiieii uiid erinnern au die im Voraul^ehenden 
entwickelten Regeln. 

Ist die (Tleichung .Y = 0 voi^reh^gt, so bild-' man durch 
aufeinandertbigende Diüerentiationen die F.unctionenrtilie X, 
X% X", , . A:^'»-*), A^(w); diese ist in dieser Ordnung: 

X("'\ A'C«'-0, aO»-«), . . A'", A', A 
^j&chreiben. An die Stelle von x setze man: 
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— 1, — 10, — 100, — 1000, u. 8. w. 

1, 10, 100, 1000, u, 8. w. 

■ 

ia diese FunctioReardhe, bis man zwei derartige Reiben von 
ResöHateii findet, daaä die eise Reihe nur Vorsdi^eiiweelisei, 
die andere keine entlyat. So elrkennt maii ^e Deeiamli^nien 
für die Wimeln, d. h. die Ansahl der Zlfl^m, welehe die- 
selben j wenn sie^ reell sind, ansdrOeken, femer ^e verscliie«- 
denen Intervalle, in denen die Wnnseln gesneht werden mflssen. 

[141] Für jedes der Theilintemdle, dessen Orenien mit 
a und b bezeiehnet seien, vergleiche man fie Reihe (a) der 
Yoraeiehen, welche die Substitution vbn ä ergiebt, mit der 
Reihe (6), welche die Snbstitntion der grösseren Grenze b er- 
giebt, anf folgende Art: In jeder Reibe mnss man sich noti- 
ren, wieviel Vorzeicbenwecbsel von dem ersten (ilicde linker 
Hand bis zu irgend einem Gliede hin vorhanden sind, und 
nach der im Artikel XXXI angegebenen liegel die Kelhe: 

0, d, d', d", J 

der Indices, welche dem Intervall eigenthümlich ist, bilden. 
Ist der letzte Index ^ gleich 0, so kann das Intervall keine 
Wurzel enthalten. Ist der letzte iudex gleich 1, so ent- 
hält das Intervall eine einzige reelle Wurzel. Die anderen Wur- 
zeln müssen in Intervallen, deren letzter Index 2 oder grösser 
als 2 ist, gesneht werden. 

Sind ein oder mehrere Substitutionsresnltate Null, so 
wendet man nach der im Artikel XI gegebenen Regel das 
doppelte Vorzeichen an; durch Vergleich dieser so verviel- 
fachten Yoraeidien erkennt man, ob die vorgelegte Gleichung 
imaginäre Wurzeln besitit, welche zwischen den nnendlich 
benachbarten Grensen der eingesetzten Werthe verloren gehen, 
und findet auch £e Anzahl ^eser imaginären WnrcelB. 

Betrachtet man eines der Intervalle, dessen letsster Index 2 
oder grösser als 2 ist, so hat man in der Reihe der Indices 
vom rechten finde nach links vorwärts sn geben, bis man snm 
mten Male das Glied 1 findet; ihm folgt immer rechter Hand 
die Zahl 2. Was den Index, der sich linker Hand von dem 
Gliede 1, bei dem man stehen geblieben ist, befindet, betrifft, 
so kann dieser vor 1 stehende Index 0, 1 oder 2 sein. Ist 
derselbe nicht 0, so ist das Intenall der (Jrenzeu a und b zu 
gross, um die Natur der Wurzeln sofort unterscheiden zu 
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können. Entsprechend der Bemerkung des Ai-tikels XXXIV 
mnss man eine zwisohenliegen h Zahl c von derselben Decimal- 
ordnuiifT wie die (irenzen '/ und b oder von der sofort folgen- 
den Urdnung: wüIiIph und diese iti die Fiinctioneiireihe einsetzen, 
um die zwei Tlleilillter^•^dle und c, bt/ii^licli nnd h zu 
bilden. Durch diese Substitutionen von zwiscbenliegeiulen Zah- 
len wird man den am rechten Ende stehenden Index 1 immer 
näher an dieses Ende bringen ; dann wird es mit Nothwendi^ 
keit schliesslich eintreten, dass entweder der letste Index ^ 
eines Intervalls 0 oder 1 wird, oder aber data auf den «m 
Ende zonftofast stehenden Index 1 die ZaU 2 folgt nnd ihm 
die Noll 7oran%elii 

[142] Tritt dieeer letsete FaU ein^ so kllndigt dies aa^ daas 
man die aar Kennseiehnnng der imaginären Wnraeln dienende 
Regel anwenden mnsa. Beaeiclinet man mit 

diejenigen Fuuetioueu, denen die aufeinanderfolgenden In*- 
dices : 

• »0, 1, 2i 

entsprechen, io ist zn prtlfen, ob die numerischen Wertlie der 
Resolta^i 

und /^"■^■^^(^J, f^"\b], /'^»-0(ö) 

so beschnifen sind, dass, abgeBehon vom Vor&eichen, einer der 
(Quotienten: 

oder ihre Bnmme grösser oder gleich der Differenz h — a der 
Grenzen wird; bei dieser Yergldehnng wird man nach der 
spedeUen, .im Artikel XXYUI auseinandergeaateien Begel vor- 
gehen. Die Anwendung dieser Begel giebt Anfiichinae, ob die 
«wei Wurzeln der Gleichmif /'(**-0(aj) «b 0, weldw in den 
Intervall^ um das es sich handelt, angezeigt werden, reell und 
ungleich, oder reell und gleich, oder imaginär werden. 

Sind diese Wurzeln reell und ungleich, so sind sie durch 
die eben ausgeführte Operation getrennt : man wird dann auf 
dieselbe Art bei der Trennung der Wurzeln in den Intervallen, 
deren letzter Iudex weder 0 noch 1 ist, weiter vorgehen« 
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Sind hiugegen die zwei Wurzeln von f^"~^\x) = 0 ima- 
ginär, so muss man mit dem Index 2, welcher f^^^^^x) ent- 
spricht, beginnend bis znm änssersten Ende der Reihe rechter 
Hand von jedem Index zwei Einheiten abziehen: dieser Pro- 
cess liefert für dieses Intervall eine andere Indicesreihe, deren 
letzte Glieder kleiner als in der frtlheren Reihe sind. 

Sind die zwei Wurzeln der Gleichung /"("-0[x^ = 0 gleich, 
so hat man mit Htüfe des bekannten Verfahrens zu prüfen, 
ob diese gleichen Waizeln auch alle folgenden Functionen: 
/X''-0(a;), (aj) u. s. w. bis zur letzten f{x) einschliess- 

lich zum Verschwinden bringen. [143] In diesem Falle wfirde 
man die gleichen Wurzeln, welche die Gleichnng f{x) = 0 
innerhalb der vorgegebenen Grenzen hat^ erkennen. Hat aber 
die Function f^*^~^^(x) nicht mit allen rechts von ihr stehenden 
Functionen denBclben gemeinsamen Factor, so werden die Er- 
gebnisse bezilglich der Natur der Wurzehi genau dieselben sein, 
als wenn die zwei Wurseln der Gleichung /^'^^*)(a;)s=sO ima* 
giBttr Bind. Man hat dann von jedem der Indices, welche den 
Functionen f^^'^X-c)^ • • /"W» f{^] entsprechen, zwei 

Einheiten abzuziehen; hierauf wird man mit der Anwendung 
derselben Regeln auf die neuen Indicesreihen fort&hren, bis 
die Wurzeln schliesslich getrennt sind. Wenn es nnr Inter- 
• valle, deren letzter Index gleich Null oder 1 ist, giebt, so 
wird der Process zu Ende sein. 

XXXIX. Als erstes Beispiel für die Anwendung dieser ail- 
gemeinen Regel behandeln wir die Gleichung: 

a?* — ai^ 4«* + a; — 4 = 0. 
Die Functionen, in welche man einzusetzen hat, lauten: 

X — a?^ -H 4aj* 4- » — 4 

X' . . . . 4«* — 3«* + 8« -h 1 

A'" . . . 12:^- — (ix- 4- 8 
X'"... 24 a;— 6 
. . . 24. 

Setzt man die Zahlen: 

— 1, — 10, u. 8. w., 
0, 

1, 10, u. s. w, 

ein, so findet man: 
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X'% x:\ A", X^i) 
(-11... + — . h 

(0) 4- — + 4- — 

(1) ...;. +• + + + 

[14t4j Da die Keihe ' — Ij nur Vorzeichenwechsel, die Keihe 
(1) nur Vorzeicheiifoigen besitzt, so mtisseu alle Wurzeln zwi- 
scheu — 1 und -f- 1 gesucht werden. 

1. Bildet man nach der im Artikel XXXI angegebenen 
Regel die Reibe der Indices zwischen den Grenzen — 1 und 0, 
80 findet man: 

(-1)... + - -h - 4- 

0 0 0 1 1 

(0) + - + + - • 

Der letzte Index dieser Reibe 0, 0, 0, 1, 1 lautet 1 ; daher hat 
die Gleichung zwischen den Grenzen — * 1 und 0 eine einzige 
reelle Würzet Diese Wurzel , ist tou allen anderen getrennt. 

2. Die zwei Reiben (0) und (1) ergeben als Indieesreihe : 

A'i^A"", X", A", A 

(0) + - + + - 

24 6 8 1 4 

01 2 . 2' 3 

(1) + + + + + 

24 18 14 10 1. 

Es handelt sich, zur Trennung der Wurzeln Überzugeben 
und zu entscheiden, ob alle drei reell oder zwei imaginär 
smd. Man mnss die Reibe der Indices, mit der drei be- 
ginnend, von rechts nach links durchlaufen, bis man zum 
ersten Male den Index 1 vorfindet; derselbe steht unter X**'. 
Diesem Index folgt, wie es nothwendig sein mnss, die Zahl 2; 
[145] da ihm die Null voraufgebt, so ersieht man, dass die 
Bedingung der drei aufeinanderfolgenden Indices 0, 1, 2 er- 
füllt ist. Das kündigt an, dass man zur Anwendung der Regel 
des Artikels XXVIII, welche die Unterscheidung der imagi- 
nuren Wurzt;ln liefert, übergehen muss. 

Unter die Vorzeichen haben wir die durcli die Substitti- 
tioneu erhalteneu numerischen Werthe gesetzt.. Die Functionen, 
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weichen die drei aufeinanderfolgenden ludices 0, 1, 2 ent- 
sprechen, lauten f^^i^jt f"\^U f \^)' Entsprechend der ange- 

8 14 

gebenen Beeel hat man die Qnotieiiien -r- und — ohne Rllck- 

6 18 

sieht auf die Vorzeichen der Resultate zu betrachten. lieber- 
triffi einer dieser Qnotleiiteii oder ihre SnmiDe die Differenz 
der zwei Grenzen, so sind zwei der im Intervall angekOndigten 
Wurzeln sieher imaginär. Da die Differenz der Grenzen nur 
1 ist, so hat dieser Fall statt; zwischen den Grenzen 0 nnd 1 
gehen folglieh zwei Wurzeln der vorgelegten Gleichung ver* 
leren. Man mnss daher nach Vorschrift der Regel von jedem 
Index, bei dem letzten der drei aufeinanderfolgenden Lidices 
0, 1, 2 anfangend, die Zahl 2 snbtrahiren. Man bildet so 
fRr das Intervall eine nene Reihe, nämlich: 

A'", X'\ X\ X 

(0) 

0 10 0 1 

(1) .... 

Da der letzte Index der neuen Reihe 1 ist, so tblo^t, dass 
die vorgelegte Gleichung zwischen 0 und 1 eine einzige reelle 
Wurzel hat; diese ist von den anderen völlig getrennt. 

Der Process der Unterscheidung der Wurzeln ist zu Ende ; 
denn es giebt kein Theilintervall, dessen letzter Index nicht 
0 oder 1 ist. Man schliesst hieraus, dass eine erste reelle 
Wurzel zwischen — 1 und 0, eine zweite leelle Wurzel zwi- 
s( heii 0 und 1 gelegen ist und 4ie zwei anderen Wurzeln 
imagiuär sind. 

XL. Mit Hülfe desselben Verfahrens leiten wir die Auf- 
Idsong der Gleichung: 

■ a;'' + a;* + a?' — 2a?* + 2« — 1 = 0 

flb. [146] Hat man die Functionen: 

X . . . , + x' — 2x^- ^ 2 x — 1 

JC'. . . . 5a;* + 4a:» + 3a;* — 4a; + ^ , , , ^ 

X" 20»* + 12«* + 6aj — 4 

JC'" . . . 60aj» 4- 24a; + 6 

Jir*^ . . . 120a; + 24 

... 120 

gebildet, so findet man: 
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144 


90 


34 


10 


2. 



Wir hnbeii die iiinncrUchen Werthe sowie die jedem Inter- 
vall eigenthümliclie Indicesreihe unter die entsprechenden Vor- 
zeichen geschrieben. Die Vergleichang der Keiüeu liefert fol- 
gende Resultate: 

1. Alle Wurzeln sind im Intervalle — 1 bis + 1 2a suchen; 
denn die eine der Reihen hat ö, die andere keine. Yorzeichen- 
wechsel. 

2. Zwischen — 1 nnd 0 sind 2wei Wurzeln angezeigt. Da 
der letate Index 2 ist, so mnss man in dieser Beihe der Indiees 
von dem rechten Ende nach links vorwärts gehen, bis man 
znm ersten Male die Zahl Ii findet Dieser Index 1 entspricht 
der Function X^^; ihm folgt die Zahl 2 und geht ^e NnU 
voraus; man hat daher auf die Functionen X^^ X^^j X"\ 
welche den drei aufeinanderfolgenden Indiees 0, 1, 2 ent- 
sprechen, die Kegel des Artikels XXVIU anzuwenden. Man 

42 6 

muss die Werthe der Quotienten und _ indem man dabei 

tju ä4 

Tom Vorzeichen absieht, betrachten und prüfen, ob einer dieser 
Quotienten oder ihre Summe »'rösser oder wenigstens irleich 
der Ditiereiiz 1 der ZAvei (Jrenzen 0 und — ^1 ist. [147j Da 
dies iiielit statt hat, so schlieRst man, dass die Grenzen — 1 
und 0 nicht nahe genug sind und mau nicht durch eine einzige 
Operation zu entscheiden vermag, ob die zwei angezeigten 
Wnrzeln reell oder imaginär sind; man muss dieses Intervall 
daher noch weiter theilen. Bevor man aber zur Einsetzung 
einer zwischenliegenden Zahl übergeht, muss man sich nach 
der Regel des Artikels XXVIU versichern, dass die Gleichung 
X"'= 0 zwischen den Grenzen — 1 und 0 keine zwei glei- 
chen Wurzeln hat Wttrde dies eintreten, so hl^tten die zwei 
Functionen: 

60»;^ + 2Ax + 6 und 120a; + 24 
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einen gemeinsamen Factor; da ein solcher .Fjuslor niokt exi* 
stirt, 80 iat der Fall der gleidien Warz^ ansgeiobloesttn. 

BfB IMbt aodi Qbrig, eine jswisehen — 1 und 0 gelegene 
Zahl Yon der sofort folgenden Deoimiilordnnng , d. h. eine 
dnrcb eine einzige Deeimalziffer ansgedrflckte Zahl, einzasetzen« 
Setzt man — 0,5 ein, so erhilt man folgende Tabelle: 

\ ^] • • • • 



(-4) 



(0) 



• • • • 



+ 








+ 








+ 




+ 
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H- 




+ 






24 
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4 


2 


1. 



Das erste Theilintervall, das von — > 1 bis — y reicht, 

kann keine Wurzel enthalten : denn die zwei Yorzeichenreihen 
sind gleicli. Für das zweite Theilintervall lautet die Reihe 
der Indices 0, 1, 2, 2, 2, 2. Da die Zahl 2 auf den In- 
dex 1, welcher dem rechten Ende am nftchsten steht, folgt, 
nnd die Null dem Index 1 vorangeht, so mnss man naoh der 
Begel des Artikels XXYUI die nnmerisehen Werthe der Quo- 
9 6 

tienten ^ und ^ betrachten und sehen, ob einer dieser Quo- 

OD ä% 

tienten oder Ihre Summe grösser oder wenigstens gleich der 

Differenz ^ der «zwei Grenzen wird. Da dies eintritt, so ist 

1 

man sicher, dass die zwei im Intervalle von — bis 0 an- 

gezeigten Wnrzeln imaginär sind. ' 

^"1481 Es bleibt nur noch das Intervall von 0 bis 1, in 
welclieni drei Wnrzeln angezeigt werden. Es fraget sich, ob 
diese drei Wurzeln reell oder zwei von ihnen imaginär sind. 
Hierzu genügt die Anwendung derselben Regel auf das Intervall : 

(OJ + + + - + - 

24 ö 4 2 1 
0 0 0 1 2 3 

(1) + -H + + -4- + 

144 ÜO 34 10 2. 
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Man sieht, dass dem iudex 1, wült-her dem reciiten Ende am 
nächsten steht, in der Reihe der Indices 0, 0, 0, 1, 2, 3 die 
Null \ Ol auageht Da die bezüglich der drei aafeinanderfolgen- 
den Indices 0, 1, .2, verlangte Bedingimg eintritt, so hat 

2 10 

man die Quotienten -j- und , hinzoschreiben nnd zn sehen, 

ob einer yon ihnen oder ihre Summe die Differenz 1 der 
Grenzen übersteigt oder ihr gleich wird. Da dies nicht statt 
hat, so schliesst man, dass die Grenzen nicht nahe genug 
Hegen, um die Natur der Wurzeln durch eine einzige Ope- 
ration zu erkennen. 

Man muss daher eine zwischen NnU nnd 1 gelegene Zahl, 
welche durch eine einzige Dedmalziffer ausgedrOckt ist, eüh 
setzen. Bevor man aber diese Operation ausfuhrt, hat man 
sich zu versichern, dass die Olelchnng JT ss 0 zwischen 0 
und 1 keine gleichen Wurzeln besitzt. Dies ist aber sicher 
nicht der Fall; denn die Polynome und T*^ 

bx* 4- 4a^ + 3a;* — 4a; 4- 2 und 20a;» + 12a;* + 6a; — 4, 

haben keinen gemeinsamen Factor. 

Setzt man die zwischenliegende Zahl 0,5 ein, m gewinnt 
man die folgenden Resultate: 

(0) + + - 

24 6 4 2 1 
0 0 0 1 2 2 

(4) + + + + + - 

8^ 33 I ^ ^ 

(1) + + + + + + 

[149] Das zweite Theiiiutervall, das von ^- bis 1 reicht, 

enthält eine einzige reelle Wurzel, die völlig getrennt ist. Im 

Theilintervall von 0 bis y sind zwei andere Wurzeln ange- 

ktlndigt. Da dio Reiho der Indices 0, 0, 0, 1, 2, 2 die drei 
aufeinanderfolgenden indices 0, 1, 2 aufweist, so hat man 

2 25 9 

die Quotienten — und tit ^ bilden und zu sehen, ob 

4 16 2 fr 

einer dieser Quotienten oder ihre Summe grosser oder gleich 
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der Differenz ^ der zwei Greuzeu wird. Da dies eintritt, so 

wdss maB, dass die zwei im Interrall 0 bis ^ sngezeigten 

Wurzeln sicher imaginär sind. Zieht man von jedem Index, 
bei der Zahl 2, welche der letzte der drei aufeinanderfolgen- 
den Indiees 0, 1, 2 ist, beginnend, die Zahl 2 ab, so ge- 
winnt man die nene Reihe von Indiees 0, 0, 0, 1, 0, 0. Dar 
her hat die vorgelegte Gieiehnng z^viscLeu 0,5 nnd 1 eine 
einsige reelle Wurzel; die vier anderen Wurzeln sind imaF^ 
ginftr. 

XLI. Als drittes Beispiel sei die Gleichung: 

aj* — 12«» + 60»* + 123a;« + 4067» — 89012 « 0 

zur AnflOsnng vorgelegt 

Man hat die folgenden Functionen : 

X aj* — 12ar* + 60»* + 123»* + 4667» — 89012 

A ' 6a:* — 60a:* + 240a:» 246a; + 4567 

X" ... 30»* — 240»^ + 720»* + 246 
X"\\. 120»» — 720»* + 1440» 
Jfl^ . , . 360a;* — 1440^: + 1440 
Xy 720» — 1440 
-X^... 720 

hinznschreiben ; setzt man die ZaUen: 

— 1, — 10, a. 8. w. 

1, 10, U. 8. W. 

ein, so hndet man die folgenden Resultate: 

[150] A'^V^^ ^^^7 A"", A", X\ X 

(-10)... + - + - + + 
(-1).... .+ - + _ + + _ 

(0) + — + 0 -I- + — 
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tiooen und welche den zwei letitten der drei auf- 
eiuBderfolgeDden Indicea 0, 1. 2 eDtsprechen, nicht einen 
gemiBsamen Faetor haben, und ob dieser Factor nieht doreh 
eisen iwiaeben diesen Grenzen gelegenes Werth von x an- 
mDirt wird. Der Verlieh der Fanotionen: 

dßOa^ — 1440a; + 1440 und 720a; — 1440 

leigt, dass diedeibeu einen gemeinsamen Factor, uämlieh 

^d: ~ 1, besitien, nnd dass dieser Faetor dnich den Werth 2, 

der iwischen 1 nnd 10 liegt, annollifi wird. Derselbe Factor 

- j — 1 ist nicht allen Functionen X"\ X^j X\ X gemein- 

Btn; diüier mnss man entsprechend der Regel des Artikels 

XXXV schli essen, dass die vorgelegrte Gleichnug im Intervall 
Ton 1 bis 10 zwei Wurzeln verliert. Mitliiu liat man von 
dtfl Indices die Zahl 2 zu subtrahiren, und z\v,u liat mau 
mit dem letzten der drei aiifeinauderfol^endeTi iiidicea 1, 2 
zn be^nnen : als nene Indiiesreihe für daa zwischen 1 nnd 
lu gei^ene intervali erhält man: 

0, 1, 0, 0, 0. 0, 1. 

ffiernnt ist die Trennung der Wurzeln beendigt. Die vor- 
gelegte Gleichniig besitxt eine reelle Worzei zwischen — 10 
lad — 1, swei Wnrxeln gehen in dem nnendlieh kleinen Inter- 
nfl, das swisdien <^0 nnd >>0 liegt, verloren; ebenso 
geben zwei Wurzeln in dem zwisehen 1 nnd 10 gelegenen 
btovall veiteen;^ endlieh hat die Gleichling in demselben 
kteorvall eine zweite völlig getrennte, reelle Wnrzel. 

XLn. Vm die Mannigfaltigkeit der Ftile nnd den Gebranch 
4er Regel besser zu veranschaulichen, vereinigen wir die in 
den voraufgehenden Artikeln behandelten Beispiele in einer 
einzigen Tabelle: 
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[154] XLUL Bisher iiAben Avir den ersten Theil unserer 
Methode der ATiflösung auseinandergesetzt; derselbe hatte die 
Bestimmiing der Grenzen nnd die Natnr der Wurzeln zum 
Gegenstand. Man schreibt die Ableitungen der yerschiedenen 
Ordnungen hm, setst in die Belhe dieser Functionen die ein- 
fachsten Zahlen nnd notirt die Vorzeichen der Besnltate. Ans 
dem Anblick dieser Reihen erkennt man diejenigen Interralie, 
in denen allein die Wurzeln gesucht Verden dürfen. Man bat 
dann noch zu bestimmen, ob die in einem Intervall ange- 
zeigten Wurzeln reell sind oder eine Anzahl derselben, die 
g^leich 2, 4, 6, u. s. w. ist, in dem Intervall verloren geht; 
uur eine gerade Anzahl kuuu verlorL'u ^^t lieii. Eine zweite 
Regel löst diese Frage vollständig vermöge eines leicht an- 
wendbaren Verfahrens auf. Hiermit sind Natur und Grenzen 
der Wurzelu ])estiiiuut; jede der reellen Wurzeln liegt in 
einem Intervall mit bekannten (Jn-iizen. Man iiniss jetzt die 
Berechnung jeder Wurzel fortsetzen, um alle ihre Ziffern, wenn 
deren Anzahl eine begrenzte ist. kennen zu lernen oder um 
wenigstens soviel Decimalstellen , wie man es für nöthig er- 
achtet, genau zu finden. Diese Frage ist G^enstand des 
zweiten Tlieiles der Methode. Bevor wir zu dieser anderen 
Untersuchung übergeben, verweilen wir bei einem der haupt- 
sfiehlichsten Folgesätze der voraufgehenden Theoreme; dieser 
8atz betrifit die allgemeinen Eigenschaften der Wurzeln. 

Wenn man m die Fnnctionenreihe eine Zahl a, die durch 

unendlich kleine Zuwächse von — bis ~ wächst, einsetzt, 

so verliert, wie wir im Artikel VII sahen, die lieihe der Vor- 
zeichen alle Vorzeichenwechsel, die sie hatte. Diese Verü in- 
dernng der Vorzeichenweehsel kann craiehtlieh nur dann ein- 
treten, wenn die Substitution von o eine uder mehrere der 
FunctiuTtoi) zum Verschwinden bringt. Die Werthe von 
deren bubstitiition eine der Functionen annullirt, sind von 
zweierlei Art: die einen sind so beschallen, dass die Vor- 
zeichenreihe keine Vorzeichenwechsel verliert; dies tritt des- 
wegen ein, weil dieselbe Substitution die eine der Functionen, 
wie /^"^^icj, annullirt und bei der voraufgehenden und fol- 
genden Function, nämlich /^'***"')(a;) und /^""'^(os), zwei verschie- 
dene Vorzeichen ergiebt; die anderen Werthe von a sind der-- 
artig, dass die Yorzeichenreihe eine gewisse Anzahl von 
Yorzeichenwechseln verliert. [155] Diese Werthe för die ein- 
gesetzte Zahl sind selbst von zweierlei Art; ^e einen zeigen 
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ndle, die anderen imaginftre Wurzeln an. Bringt die Snb- 
Btitiition die Fnnetion f{x]^ welebe die linke Seite der vor- 
gelegten Gleichnng ist, znm YerBehwinden, bo ist der einge- 
setzte Werth eine der Wnrzeln der Gleichnng. Bringt die 

Sul»stitution eines Werth es a f[a) nicht zum Verschwinden, 
anniillirt aber eine zwischenliegende Fnnetion /''^^*^(./ inid er- 
giebt gleichzeitig hei der voraufgeliendcü und der folgenden 
Function, f^^'*'^Ua-) und /^""^^fip), zwei «rlciohe Vorzeichen, so 
ist die eingesetzte Zahl keine reelle AViirzel der Gleichung, 
sondera ein Werth, der zwei imaginäre Wurzeln an- 
zeigt, eine Indicatriv-, 

Es giebt zwei Arten von Intervallen, nämlieh solche, in 
denen eine einzige reelle Wurzel existirt, und solche, in denen 
2wei Wurzeln verloren gehen. Auf diese Art gehen die als 
imaginär hezeiehneten Wurzeln in gewissen Intervallen und 
nicht zwischen anderen Grenzen verloren; d. h. es giebt ge- 
wisse derartige Grenzen a und 6, dass, wenn man auf irgend 
welche Art beweist, die Gleiehnng hat in diesem Intervall 
kdne zwei reellen Wurzeln, dieselbe ganz allein ans diesem 
Gnmde in diesem Iniervali sicher zwei imaginäre Wnrzeln be* 
dtzt^). Der Werth, welcher zwei conjngirt imaginäre 
Wnrzeln anzeig t, bringt eine der zwischenfiegenden Func- 
tionen znm Verschwinden und ertheiit der voranfgehenden und 
der folgenden Function gleiche Vorzeichen. Hat die vorge- 
lesrte Gleichung nur reelle Wurzeln, so existiren keine der- 
artigen Werthe von der soeben deünirten Beschaffenheit, die 
man zweckmässig als Indicjitricea bezeichnen kann. In 
diesem Falle ertheiit jede Snli-iitiition, welche eine der zwisehen- 
liegeuden Functionen annuüirt, der voranforehenden und der 
folgenden Function zwei verschiedene Vorzeichen. Allgemein 
hat die Oleichmig soviel Paare imagiuilrer Wurzeln, als es 
indicatrices giel)t. Uebrigens können mehrere dieser Werthe 
sowohl untereinander wie anch mit den reellen Wui'zeln gleich 
werden ^3). 

Der Gegenstand des ersten Theiles unserer Methode war 
erstens Angabe der Intervalle, von denen jedes eine reelle 
Wnrzel enthält, zweitens Berechnung deijenigen Intervalle, die 
je eine Indicatriz für imaginftre Wnrzeln enthalten. Beide 
Aufgaben isind in der Tabelle der als Beispiele gew&hlten 
OieiehungeB behandelt worden. 
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>ietiiode zur Bereckuuug der AVci tiie der Wurzeln, 
deren toenzen bekannt sind, und Bemerkniigeii über die 
OeHvergeis der Amifthmiagei ud Uber die llBtenelieidiiBg 

der Wnrzela. 

L Man kennt swd Grenzen a und b, zidsdien denen eine 
reelle Wurzel einer algebraischen Gleichung 

m = 0 

gelegren ist; ferner weiss man aneh, dass sich in demselben 
Intervall keine andere Wurzel der Gleichung: befindet. Wir 
wollen die Werth p fiieser AVurzel in immer grosserer Annähe- 
rung kennen lernen, um, falls die Zahl der Ziftern, welche 
die Wurzel ausdrücken, eine begrenzte ist, alle Zittern zu be- 
stimmen oder wenigstens soviel Ziffern^ als man es iüi n^Hlug 
erachtet; genau zu finden. 

Der AnnäherungsproeeBay der znr £rleichternng der Be- 
reehnung der Wuiaelii am geeignetsten ist^ wird NewUm^^) 
verdankt und ist aUgemein bekannt. Er bestekt darin, daaa 
man in f{x) statt x a-^-x' einaetit; a bedeutet dabei den 
ersten angenUkerten Werth. Im Besnltat Uist man diejenigen 
GHeder, welche höhere Potenzen von x' alt die erste ent- 
haUen, fort; dann hat man aar Bestimmung von x eine 
Gleiehnng ersten Grades. Fttgt man den Wertli von x% wel* 
ehen diese Gleiehung ttelert, an dem ersten angenäherten 
Werthe a hinzu, so findet man einen neuen angenäherten 
Werth a: fl581 diesen zweiten Nähern ugswerth a' wendet 
man ebenso au, um aiii tlleselbe Art einen dritten angiBuäherten 
Werth a" zu ünden. Man kann die Anwendung dieser Regel 
unbegrenzt fortsetzen und erhält so Werthe, welche mehr und 
mehr und zwar sehr schnell naeh der ge^ii füllten Wurzel con- 
vergiren. Diese Methode kann in verscliled< Formen dar- 
gestellt werden; wir betrachten sie als ein Fundamentalele- 
ment der Analysis, aus welchem alle Vortheile zu ziehen 
wichtig ist. Die Methode ist aber bei ihrer Anwendung eigene 
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thümlichen Schwierigkeiten, die man mit viel Sorgfalt prüfen 
und völlig losen muss, unterworfen. 

Die erste zur Anwendung dieser }\?^v\ n tonlf rliche Be- 
dingung besteht darin, einen ersten >iäherung8werth zu finden. 
Diese Frage ist vermöge unserer Metbode bereits gelöst; denn 
wir kennen £tlr jede reelle Wnnel zwei Grenxen a und bj zwi- 
eehen denen tie allein gelegen ist. Aber es sind noch meh- 
rere andere Bedingungen , ebne welche die Operation nicht 
exMt ist und immer yerworren bleibt, zu erfüllen. Znnftebet 
geben wir die Bedingungen, nm die es sieh handelt, «n; dann 
beweisen wir die Begebi, welche man zur Erfiilfaing dieser 
Bedingnngen befolgen mnss. 

II. ^tens: Trotzdem die gegebenen Grenzen a nnd b 
nur eine Wnnel einschliessen, so kdnnen sie, wie wir weiter 
unten sehen werden, doch nnter Umstünden niehi nahe genug 
eein, nm zu dem Annahemngsproeess tiberzugehen. In diesem 
Fall kann man die Grenzen durch Theilung des Intervalls 
näher aneinander bringen; man muss aber nothwendig ein 
Mittel besitzen, um auf sichere Art erkennen zu können, ob 
naan zu genügend nahen Grenzen gelangt ist. 

Zweitens: Wie klein anch immer der Abstand der zwei 
Grenzen ist, so kann der Annähernngsprocess doch nur immer 
sicher auf < ine, nicht aber auf die andere dieser Grenzen an- 
gt^w.'iiult ^\t rden. In einem der folgeudeu Artikel zeigen wir 
die Richtigkeit dieser Bemerkung. Man muss daher die eine 
Grenze, welche gewählt werden muss, von der anderen unter- 
scheiden. 

Drittens: Die aufeinanderfolgenden Resultate, die mau er- 
hält, sind Werthe, welche sich fortwährend der gesuchten 
Wurzel nähern: wir werden ])ald zeigen, dass diese Werthe 
nicht etwa abwerh!3olnd bald grösser, bald kleiner als die 
Wurzel sind. [169] Diese Eigenthümlichkeit, welche bei an- 
deren AnnfthernnggyerfahVen eintritt, findet niemals bei der 
Anwendung der NBHoton^wihen Methode statt; die aufeinander- 
folgenden Niherungswerthe a, a , a", a*'\ . . . sind entweder 
' sammlUch grösser oder sämmtlieh kleiner als die Wurzel. 
Hieraus folgt, dass man nicht weiss, wieviel genaue Ziffern 
jede Operation ergiebt; diese Unsicherheit ist der Hauptgrund 
flir die UnvoUkommenheit des Verfahrens. Man könnte ohne 
Zweifel den Näherungswerth so lange abändern, bis die Snb* 
etitntion in die Function ein von dem Vorzeichen, welches 
man zuerst gefunden hatte, verschiedenes ergiebt; aber diese 
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Einsetzimgen wttiden viel Rechnung erfordern, und dnreh ein 
derartiges Verfahren wttrde man den Hanptvorl^eil der Me- 
thode, welcher auf einer raschen Annäherung beruht, verlieren. 
Wir lösen diese Schwierigkeit, indem wir andere Grenzen 
6, b'j h'\ b"\ . . . einsetzen; diese sind, falls die friilieren 
Grenzen a, a', d\ a'", . . . grösser waren, kleiner, und, wenn 
die früheren (Ireuzeu kleiner sind, grosser als die Wurzel. 
Hierdurch ist man sicher, dass die den beiden (Jrenzeu ge- 
meinsamen Ziffern der gesuchten Wurzel angehören, und man 
behält auch nur genaue Ziffern bei. Wir beweisen, dass die 
Anzahl der genauen Ziffern, welche eine einzige ()])eration 
liefert, beständig wächst und um Grössen, die proportional den 
Zahlen 2, 4, 8, 16, . . . sind, zunimmt. Wir leiten hieraus 
eine siohere Begel ab, um im voraus und unabhängig von 
der Berechnung der zweiten Grenzen zu erkennen , bis wohin 
man die Annäherung der ersten führen kann. 

Viertens : Die Rechnung mnss man so anordnen, dass keine 
fiberflüssige Operation vorkommt, d. h. man dai*f nur Opera- 
tionen ausfahren, welche zur Bestimmung der Wurzeln dienen 
und von denen keine fortgelassen werden kann. 

Wir betrachten Jetzt der Reihe nach die Fragen, welche 
wii' soeben angegeben haben, und wollen ihre Lösung suchen. 

III. Die zwei durch unsere Methode bestimmten Grenzen 
a und h schliessen eine reelle Wurzel a der Gleichung f{x) = 0 
ein; sicherlich liegt in diesem Intervall keine andere Wurzel 
derselben Gleichung; denn die Beihe (a) der Resultate der 
Substitution von a in die Functionen f^^Xx)^ . • •» 

f"{jrA, f'{x\ f(x] unterscheidet sich von der Reihe ib] der Re- 
sultate der Substitution der grösseren Grenze h in dieselben 
Functionen nur durch einen Vorzeichemvechsel. [160'i Liisst 
man in jeder dieser zwei Reihen [a] und (b) die zwei letzten 
Resultate, welche für die eine /''(<?), f(aj und für die andere 
f'(b), fib) lauten, fort, so hat man die zwei id)rig bleibenden 
Reihen zu vergleichen; hieraus erkennt man, ub die Gleichung 
f"(x) = 0 zwiselicTi denselben Grenzen a und b irgend welche 
Wurzeln besitzen kann. Existiren in diesem Intervalle solche 
Wurzeln, d. h. Werthe von r. welche die Function f"{x] an- 
nuUiren, so unterscheidet sich jeder dieser Werthe von der 
Wurzel o, weiche die Gleichung f[x) = 0 auflöst. Man muss 
hierbei nur den singolären Fall, in dem die Functionen f"{x) 
und f(x) einen gemeinsamen Factor xff{x) haben, ausnehmen. 
Vermöge des bekannten Verfahrens kann man leicht beurtheilen. 
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ob dieser Factor existirt; in diesem 9ing:uläreii Falle 

iniisste man die (lieichuug ip(x) = 0 separat aut'löseu. Man 
hätte dann auf diese Gleichung ijj{x) = 0 und niclit auf die 
zusammengesetztere Gleichung f{x) = ü die Regeln, welche zur 
Aa^nduug der Wurzeln dienen, anzuwenden. 

ExiBÜrt der Factor um den es sich handelt, nioht, 

so ist jeder Werth, welcher die Function f"{x) annnllirt, von 
der Woizel a der üleioiiang f{x) = 0 verocMeden. Dann 
kann man die z^vei Grenzen a nnd b näher aneinander bringen 
und sie doreb zwei andere genügend nahe a' nnd b' ersetzen; 
diese letzteren nmsohliesseB wie die frOberen Grenzen die 
Wurzel a der Qleicbnng f{x) =^ 0, bingegen keine der Wur- 
zefai der Gleiebnng f"{x] = 0. Um diese nenen Grenzen a 
und b' zn erbalten, bat man das Intervall der zwei ersten, a 
imd b, dnrcb Einsetzung einer zwisebenliegenden Zahl e zu 
»eriegen; man erkennt dann, ob die gesnchte Wurzel a zwi- 
schen a und c oder zwischen e und b gelegen ist. Es ist 
klar, dass man die Zerlegung des Intervalls leicht fortsetzen 
kann, bis man zwei Zahlen a und // findet, welche die Wurzel 
a einschliessen, ohne dass jedoch in diesem Intervall eine 
Wurzel der Gleichung f"(,x) = 0 gelegen ist. 

Auf gleiche Art kann man die zwei Functionen fix) und 
f{x) vergleichen. Haben dieselben einen gemeinsamen Factor 
(p{x), so hat man den Fall der gleichen Wurzel und löst die 
Gleichung (p{x) = 0 separat. [161] Existirt dieser Factor 
fp{x) niobt oder bat die Gleichung <p{x) ^ 0 keine zwiscben 
den Grenzen a und b gelegene Wurzel y, so kann man diese 
Grenzen durch Tbeilnng des Intervalls verengern und andere 
nähere Grenzen a nnd b' erhalten, so dass die Gleichung 
f[x) 0 in dem Intervall von a' bis b' eine einzige Wurzel-, 
hingegen die Gleiebnng /" (rr) = 0 keine Wurzel in demselben 
Intervall besitzt, ^^j 

Hieraus folgt: wir können bei der Untersucbung, welcbe 
die Berecbnung des Wertbes einer Wurzel zum Gegenstand 
hat, immer die zwei Grenzen a und b derartig gegeben denken, 
tos die Gleichung fix) zwischen a und b eine einzige Wurzel 
enthält, die Gleichungen f'(x) und f"{x) in liiesem Intervalle 
hingegen keine Wurzeln ha])en. 

IV. Auf folgende Art erkciiut man leielit, ob diese zwei 
Bedingungen erfüllt sind. Die Substituiionsresultate von a und 
von b in die Functionen f^'^Hx)^ /('"-Of.^-). . . f'^^l r'.r\ 
f{x) sind schon durch die Operationen, welche zur Bestimmung 



Digitized by Google 



154 



Joseph Fourier. 



der Grenzen dienten, bekannt: ebenso luir man schon die dem 
Intervall eigenthflmliehe Reihe der Indices gebildet. Man 
prüfe, ob, wenn der letzte Index 1 ist, die zwei voraufgehen- 
den IncQces 0, 0 laaten. Tritt dies ein, so ist man sicher, 
dass die Gleichun?( tt = 0 und f"{x) » 0 zwischen den 
Grenzen a nnd b keine Wurzeln besitzen; wir werden be- 
weisen, dass man in diesem Falle das Annähenmgs verfahren 
mit Sicherheit anwenden darf. Sind aber die drei letzten In- 
dices nicht 0, 0, 1, so wird man das Interyall so iange ver- 
kleinern, bis diese Bedingung stattfindet; wenn es nöthig 
wird, so wird man separat die gemeinsamen Faetoren, welche 
wir mit ip(x) und (p{x) bezeichnet haben, betrachten. 
Sind die zwei Vergleichsreihen: 

/'W(^), /-("-Ofa), r(a], r(a), f(a], 

derartig, dasd die Vorzeichen, wenn man die letzten Resultate 
f{a) und f[h) fortläSBt, gleich sind, so sind otieijhar die früheren 
Bedingungen erfüllt; denn die mit f (a) endende Keihe hat 
ebensoviel Vorzeichenweelispl wie die mit f'{h) endende; 
ebenso verhält es sich mit den zwei Reihen, von denen die 
eine mit / "(a), die andere mit f"[b) endet. Unterscheiden sich 
die Eeihen (a) und {b) also nur durch das letzte Vorzeieh^, 
so braucht man nur zur Berechnung der Wurzel überzugehen. 
1^162] Im folgenden Ai'tikel wird man sehen, dass dieser Zn- 
stand der zwei Reihen keine Besonderheit darstellt, im Gegen- 
theil tritt er im allgemeinen auf ; deswegen muss man diese 
Anordnung der zwei Reihen mit Anfinerksamkeit betrachten. 
Ist die Anordnung zunächst nicht eine solche, so kann man 
sie immer durch Verengung der Grenzen herstellen. 
Ist die vorgelegte Gleichung zum Beispiel: 

jy' -h 3a;^ + 2x' — %x- — 2x — 2 = 0, 

so findet man, wenn die linke Seite dieser Gleichung mit f(x) 
bezeichnet wird, dass die in die Funcdonenreihe: 

rix), rix), rv,, nx), 

eingesetzten ZaMen 0 nnd 10 die folgenden Resultate ergeben: 

(0) . . . + + + - - - 
0 0 0 III 

(10).., H- + ++ + -(-. 
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Zwischen den Grenzen 0 und 10 liegt eine einzige Wurzel ; 
diese Grenzen sind aber nicht so nahe, dass die Gleichungen 
fix] = 0 und fix) in dieseni Intervall keine Wurzeln haben; 
denn durch J>ilriung der indexreihe, die 0, 0, 0, 1, 1, 1 lautet^ 
sieht man, daös die Gleichung f'{x) = 0 zwischen 0 und 10 
eine Wurzel hat und dass es sich ebenso mit der Gleichung 
fir) = 0 verliiilt. Man muss* daher eine zwischenliegende 
Zahl einsetzen. Möge dlefie ZaM 1 sein, so ättdet maji die 
foJgendeu Kesultate: 

(1) + + + + + - 

0 0 0 0 0 1 
(10) + + + ^. + +. 

Daher liegt die gesuchte Wurzel zwischen 1 und 10: diese 
(trenzen sind derartig, dass die Gleichungen /"(' ^ U und 
f'xj = 0 in diesem Intervalle keine Wurzel besiUeu. Dies 
zeigt auch die Indexreihe 0, 0, 0, 0, 0, 1 an. 

[163] Y. Wir geben hier den Beweis für zwei Hilfesfttie, 
welche bei Berechnung der Grenzen und der Werthe der 
Wurzeln sehr häufig gebraucht werden. 

Erstens: Sind die zwei Reihen: 

(a) . . . /-("OW, . . r[a), r[a), f(a\ 

derartig, dass jedes Glied der ersten dasselbe Vorzeichen wie 
das entsprechende Glied der zweiten Reihe hat, so findet dies 
auch noch statt, wenn mihu in die Functiüueu an Stellt? von x 
irgenfl eine zwischeniiegende Zahl e, die grösser als a und 
kleiner als b ist, einsetzt; jedes Glied der Reihe: 

(«)... /(•»)(.), f"(c), f'{c], f[c) 

hat dann auch dasselbe Vorzeichen wie das entsprechende 
Glied derBeihe (a). 

Das Yorzeklien von f(a) ist naeh Voranssetznng dasselbe 
wie das Ton f{h). Setzen wir vorans, dass dieses gemeinsame 
Yorzeidien anch dasjenige silmmtlicher Werthe sei, die man fin* 
det^ indem man in f{x) irgend einen zwischen den Grenzen a 
und & liegenden Zwisehenwerth einsetzt; die Ftmciion f[x) soU 
also so beschaffen sein, dass sie für alle möglichen Werilie 
von welche in das Intervall von a bis l> lallen, dasselbe 
Vorzeichen behält. Hieraus uiuds man den Schluss ziehen, 
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dass Fiinotiou f{x) 'm diesem lutervall immer wächst oder 
immer a[)iiimmt: denn die Fliixioii erster Ordnung f{r) be- 
wahrt immer dasselbe Vorzeielicu -j- oder — . Da also /(a 
dasselbe Vorzeichen wie f{b) hat und f{x) immer wächst oder 
abnimmt, so kann die Fnnctioii f(x] nicht in demselben Liter- 
vall Noll werden. 8etst mm also in f(x) alle möglichen zwi^ ' 
sehen a imd b gelegenen Werthe ein, so behält die Fonotion 
f(x} immer dasselbe Vorzeichen, nänilich dasjenige, welebea 
f[a] nnd f{b) gemeinsam ist, bei. ! 

Ebenso beweist man, dass, wenn die Function f"(x] m 
dem ganzen Intervall der Grenzen a bis & ihr Vorzeichen bei- 
behält nnd die extremen Werthe f'{a) nnd f{h] gleiche Vor- i 
zeichen besitzen, ^e Function f'{x) in demselben IntervaD 
dasjenige Vorzeichen hat, welches f'ia) und f{b) gemeinsam ist. 

[164] Wendet man diesen lie\\eis auf diejenigen Theile 
an, welche sich in den zwei Keiheu entspreehen und welche 
weiter und weiter nach links gelegen sind, so gelangt man zu 

zwei Vorzeichen ^ , welche allen anderen voranfgehen. I^mi 

ist es klar, dass die Function /"^'"^(ic), die ja die Variable x 
nicht enthält, ihr Vorzeichen beibehält. Daher ist man sicher, 
dass eine Function f[x) in einem gegebenen Intervall dasselbe 
Vorzeichen beibehält, wenn ihre zwei extremen Werthe f{a) 
nnd f{b) dieselben Vorzeichen besitzen, tmd es sich ebenso mit 
den entsprechenden Werthen f'[a) nnd /"(«) nnd /"'(/>], 
r'{a) und f"'{b), . . . verhält. 

Besitzen die extremen Werthe f{a) und f{b) einer Function 
f{x] gleiche Vorzeichen, so kann es Torkommen, dass die 
Werthe von f(x)y welche zwischenliegenden Werthen von x 
entsprechen, vei-sehiedeue Vorzeielieu liabcu; denn f[x) kann 
iu dem Intervall mehrfach Null werden. Dies kann aber nicht 
eintreten, wenn die Vorzeichen der zwei extremen Werthe 
f'{a) und f'(h) ^hkh sind und diese Bedingung auch für alle 
anderen Aldeitu liefen statthat. 

Zweitens: Hat man allgemein die zwei Reihen: 

(6j . . . fi^){bu f^"^''Hb}, . . m m m 

verorlichen und bei der lUlduiig der Reihe der hidiees ge- 
funden, dass der letzte Index ^, welcher f\x] entspricht, KiiU 
ist, so ist man sicher, dass, wenn man eine zwischenliegende 
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Zahl einsetzt nnd die den zwei luki ^allen a bis c bezüglich 
c bis h eigenthümlichen liidicesreilieii bildet, das letzte Glied 
jeder der zwei Indicesreiben auch Null wird. 

Angenommen nämlich, der letzte Index J' derjenigen Keihe. 
welche zum Intervall a bis c geh<»rt, ist nicht KuU, sondern 
^eich so folgt: die ßeilie der Resultate verliert, wenn die 
eingesetzte Grösse von a m. c ftbezgeht^ eine Anzahl y von 
Yorzeichenwechseln. Mithin muss^ venn man von dem zwischen- 
liegenden Werthe bis zu dem extremen Werthe h übergehtj 
die Beihe der ßesnitate bei alünlLhlichem Wachsen der ein- 
gesetzten Grösse eine Anzahl $ von Vorzeichenwechsein er* 
werben können. [165] Nun ist dies aber^ wie wir gesehein 
liabeii; unmöglich; denn die Anzahl der Yorzeichenwechsel 
bam, wenn die eingesetzte Grösse znninmit, nur abnehmen. 

Ebenso beweist man, dass das letzte Glied der Indices- 
reihe, die dem Interyall von e bis h angehört, keine von Null 
verschiedene Zahl j sein kann. Denn sonst müsstc in dem 
voraufgehenden Intervall die Üeihe der Resultate eine Anzahl j 
von Vorzeichenwechseiu gewinnen: dies ist aber unmöglich. 

Sind die zwei Vergleichsreiheu und (6) so beschaffen, 
dass das letzte Olied . / der Indicesreihe, die zum Intervall 
gehört, Kail ist, so findet man, dass bei einer Theilung des 
Intervalls durch zwischcnliogende Zahlen der letzte Index auch 
immer Null ist; jedes Theiüntervall hat daher die Null zum 
letzten Index. 

Die zwei soeben bewiesenen HilfssfttBe sind fflr den Fall^ 
dass die Function eine einzige Variable enthält, so zu sagen 
evident; dieser Fall wird hier allein betrachtet; das erste 
Lemma ist nnr ein BpeoialfaU des zweiten. £s hätte in ge- 
wisser Beziehong gentigt, diese zwei SAtze» welche nnndttel* 
bare Folges&tze der vorstehenden Theorie sind, anszusprechen. 
Aber ich hielt es fttr besser, diese Theoreme anseinanderzu- 
setzen; denn sie lassen sieh anch auf Functionen, die aus 
einer beliebigen Anzahl von Variablen bestehen, anwenden 
Wir betrachten hier nicht diesen allgemeinen Satz, obwoh 
man ihn leicht mittelst derselben Principien beweisen könnte; 
er ist ein bcmerkcuswerthes Element der algebraischen Analysis* 

VI. Wir haben jetzt zn beweisen, dass, wenn die zwei 
l'iA uzen, zwischen denen mau eine Wurzel sucht, nahe ^euug 
^einander liegen und die im Artikel III ausgesprochenen 
Bedingungen erfidlt sind, man ohne irgend welche Unsicher- 
l/eit zur Annäherung übergehen kann. Betrachten wir den 
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¥ii\[y bei dem die leiEteu Vorzeiehen der zwei Vergleloha- 
reihen: 



Uiuteiij alo Beispiel und setzeu wir voraus, die Bediiigungeu, 
um die es sich handelt, miigeii stattfinden, d. h. die drei letzten 
Indices seien 0, 0, 1, dann handelt es sich darum, den Werth 
der Wurzel, ^üu dem bekannt ist, er ist grösser als a und 
kleiner als h, zn berechnen. [166] Wir geben zuerst die ana- 
lytische Lösung der Frage: dann führen wir die sich hierauf 
beziehenden Constructiuneu aus; diese machen die Resultate, 
wie man aus Artikel X beurtheilen kann, besonders klar. 
[j sei die unbekannte Grösse, die man von /> subtraliiren mnss, 
um die Wurzel x genau zu tiudeji; x sei also gleich b — 
Dann hat man: 



Entwickelt man diesen Ausdruck nur bis zam zweiten 
Gliede, so hat man: 



Mit f [b — (i ■ ' • b) ist dabei der Werth bezeichnet, den die 
Function f'{x) annimmt, wenn man anstatt r eine gewisse 
Grösse b — ß - • - b^ die, wie mau weiss, zwischen den extre- 
men Werthen der Variabeln liegt, einsetzt. Diese extremen 
Werthe sind h und h oder x und h. Daher hat man: 



[a) + + — 

0 0 1 
(i^j . . . . + + 



f[b - = 0. 



f(h] 



Hieraus schliesst man: 



X 



b — 



Diesen Werth von x kann man auch durch: 



X 



m 




fia-" b] 
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ausdrücken; denn jeder zwischen x und b gelegene Werth 
liegt a fortiori zwischen a und b» 

Die Function f (x)^ welche nach Yoranssetzung für a;>= a 
und x^b positiT ist, bleibt, wie man bemerken mnss, wenn 
man dem x einen zwischen a und h gelegenen Werth ertheilt, 
bestSndig positiv, denn dieses Vorzeichen könnte sich nur 
Andern, wenn im Gegensatz zn der von uns gemachten Hypo- 
these einer dieser Zwischenwerthe die Function f{x) annulliren 
wurde. [167] Daher behält die Function f(x) in dem ganzen 
zwischen a und h gelegenen Intervall das Vorzeichen + bei. 
Ebenso verhält es sich mit der Function / "(^), wie man auf 
dieselbe Art beweist. Die Function /"(rj, welche von x = a 
bis x = h positiv ist, wächst daher in diesem Intervall be- 
ständig; denn ihre Fluxion erster Ordnung, nämlich /'(^'], ist 
in diesem Intervall stets positiv. 

Hieraus folgt: unter allen Wertheu, welche die Fimction 
f'yx), wenn mau x von r — a bis x = b lauieu lässt, an- 
nimmt, sind f'[a) der kleiuate und f'iii) der grösste Werth. 
Der genaue Werth von x ist nun auf die folgende Art aus- 
gedrückt: 

m 



x =i b — 



Ersetzt man f'(a...b) durch f{h), so dividirt man f(b) durch 
eine zu grosse Grösse. Man würde dann von b weniger sub- 
trahiren, als man, um den genauen Werth der Wurzel zu 

finden, subtrahiren muss; daher ist b — yj^^j eine Grosse b\ 

die kleiner als 6, aber grösser als die gesuchte Wnrzel ist. 
So hat man aus der grössten Grenze h einen Werth // her- 
geleitet, der näher au der Wurzel als die Greuzc b liegt uud 
den Werth dieser AN urzel sogar noch übersteigt. 

Vll. Zur Auffinduug eines Näherungswerthes der Wurzel 
könnte man auch die kleinere Grenze verwerthen. Es mtige 
a ~\- cc der i^renane Werth der Wurzel x sein: a sei dabei eine 
unbekannte Grösse. Dann hat man die Gleichung: 

f{a + «) = 0. 

Entwickelt man nur bis zum zweiten Gliede, so findet man: 

/•(a) + ö + a) = 0. 

Der Werth der Variablen uuter dem Zeichen ist eine 
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gewiflae Oröese, die, wie num weiss, swisehen a imd a-^- a oder 
a und X gelegen ist Daher hat man: 

/ (a • • • 

^168 Da jede zwischen a und j: geleg'ene (iiüdse einen 
zwischen a und h befindliehen Werth hat, so liudet man: 

a = - - jy^ 

fia • « • b) 

Mithin wird: 

/■'«) 



/ 

05 s= a — 



f (a • • • 6) 

Man muss bemerken, dass der Werth von f[a) negativ, der 
von f{a...b) positiv ist; der zweite Theil des Ansdmckes x 
ist also eine positive Grösse, welche zu der Grenze a hinzn- 
gefügt werden muss. Früher haben wir gesehen, dass der 
grösste Werth, den man finden kann, wenn in f'(x) eine zwi- 
schen a nnd h gelegene Grösse eingesetzt wird, f ]p) ist. Setzt 
man daher in dem letzten Ansdmek für den Werth von x an 
Stelle von f[a ,,,h) die Grösse f[h] , so macht man die der 
Grenze a zaznfügende Grösse zn klein. Daher wird der exacte 
Werth von x sicher grösser als: 

n 

f [f*} 

VITT. Aus einem eisten NäheniTisrswertlie /. der kleiner 
als die Wurzel ist, haben wir einen zweiten besseren Nähe^ 
rungswerth hergeleitet; dieser ist ebenfalls kleiner als die 
Wurzel aber grösser als a. 8ei dieser neue Nähenmg8-> 
Werth a\ so hat man: 

m 

Diese nene Grenze a ist nnr noch mit dem zweiten Nfthe- 
ruugswerthe h\ der ans dem ersten h hergeleitet worde, 

und der 

/■('<■ 



lantet, zn combiniren. 
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Die Grenzen a und h, von denen die eine a kleiner, die 
andere h grösser als x- ist, sind durch nähere Grenzen a' nnd 
h' ersetzt; die eine a ist kleiner, die andere h* grösser als 
die gesuchte Wurzel x. [169J Die Berechnung dieser Werthe 
a* und h* reducirt sich auf die Berechnung der Quotienten 

^^yW)' Besultete f[a), f(b), f'(b) sind schon 

beim Verfahren zur Bejitimmiing: der ersten Greuzeu a und h 
bekannt. Man erhält daher die neuen besseren JSäherunga- 
werthe a und h' ebenso leicht wie a und h. 

Beschränkt man sich auf die gewöhnliche Anwendung der 
NewtorC^^^i^n Methode, so erhält man nur eine einzige Grenze 
und weiss folglich nicht, wieviel Ziffern man, wenn man die an- 
gekttndigtf Division ausführt, zu berechnen hat. Das von uns 
soeben dargestellte Verfahren ist dieser Unsicherheit nicht 
unterworfen; man kennt ja Jetzt zwei neue Grenzen a' und h\ 
von denen die eine kleiner, die andere grösser als die Wurzel 
ist. Bei der Berechnung der Werthe fflr a und h\ die 

« — w ufld h — laaten, braucht man nicht die exacten 

Werthe der Quotieiiteu, welche zu complicirt seiu küniieii, zu 
verwenden. Es genügt, die Rechnung so weit fortzusetzen, bis 
a und b' nur um eine- sehr kleine Grösse difteriren, dabei hat 
man immer die Bedingung iin Auge zu behalten, dass n' immer 
zu klein, h' immer zu gross genommen werden muss. Be- 
zeichnet man die neuen W ei tlie, welche man so bestimmt hat, 
mit und h\ so wird mau diese zweit«Mi Grenzen n' und h' 
anwenden, um ans ilmen nach demselben Vorgange dritte 
Grenzen a und b" herzuleiten. Setzt man diese Art der An- 
näherung unbegrenzt fort, so findet man immer genauere 
Werthe und erkennt stets die Grenzen des Fehlers. 

IX. Jetzt wollen wir das Maass der Convergenz, d. h, das 
Gesetz, nach welchem das Intervall der Grenzen beständig 
abnimmt, aufsuchen. Der Ausdruck fttr dieses Gesetz ist eines 
der Hauptelemente unserer Frage. 

Die Differenz der zwei Grenzen a und zwischen denen 
die Wurzel gelegen ist, möge gleich % sein; die zwei Grenzen 
seien so nahe , dass die zwei Gleichungen f"{x\ == 0 und 
f'[x] = 0 in diesem Intervalle keine Wurzeln besitzen. Wir 
sahen, erstens, dass man leicht erkennt^ ob diese Jiedingungen 
erftillt sind, zweitens, dass, wenn diese liedinguugen bestehen, 

Ortirald^B KlMsiker. 127. 11 
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man aus deu gegebenen Grenzen a und b andere engere 
Grenzen a nnd b' herleiten kann, näaüich: 



IKe Differaiz b' — a' der neuen Grenzen sei mit • bezeichnet; 
zwiselien den Differenzen h — a nnd — a' oder i nnd t ' 

besteht eine Relation, die zn find^ ist Man löst diese Frage 

sofort, indem man an die Stelle von a im Anadnick für a 
die üiuäac b — * setzi, man iindet so die Gleichungen: 

m 



UMB fi^—'i) bis nui diittai CUiede, ao hat naa: 

r(b] - if[h) + J r{b -i...h) 

"'=''-*■ m 

IIQt 5 — i • • 6 bezeichnet man einen Werth der Yariabebif 
weldier zwisehen b — • nnd d. h. zwischen a und b^ liegt 
2Seht nun von b' den so entwickelten Ausdruck ftr a' ab, so 
findet man: 

oder : 



Dieses Besnltat ist sehr merkwflrdig; min sSekt, dass, 
wenn die Differenz i der zw^ ersten Grenzen hekmint ist^ 
die Differenz % der zwei neuen Grenzen findet» indem 

f'ia • • • 6) 

man das Quadrat von i mit dexa Coeiliciente& --\^r^Tr- mnl- 

tiplieirt. Der Nenner 2f'{b] iät bekannt; der Zähler f"{a'- -h) 
wird dnrch Einsetzung eiuer zwischen a und b gelegenen Grosse 
in f\x} gefunden Mit C bezeichnen wir einen Nftherunga- 
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Werth des Ooefficienten 2/" [h] ^ grösser als dieser 

Coefficient sein soll. Wie wir in den folgenden Artikeln sehen 
werden, ist es leicht, diese Grenze C zn bilden nnd hieraus 
einen Niherungswertii flQr die Differens f' abzuleiten. 

[171] Wir werden anch den praktischen Gebrauch zeigen, den 

man von diesem Näherungswerth C'?** zu machen hat, um hier- 
aus die Anzahl der durch jede Operation gegebenen exacten 
Ziffern zu finden. Hier wollen wir nur auf den Charakter der 
Aimähemng, welche durch Anwendung der zwei Grenzen ent- 
steht, aufmerksam machon. 

Ist die Differenz h — a der zwei ersten Grenzen eine sehr 
kleine Grösse geworden, z. B. eine Uecimaleinheit siel)enter 

Ordnung oder so zeigt der Ansdmck für oder C?i*, 

dass die Differenz i' der zwei nenen Grenzen von derselben 

Ordnung wie wird. Die Zahl C besitzt einen eiuiuai be- 

stimmten Werth, welcher sieh im Laufe der üntersnehimg nicht 
ändert; die Differenzen i, i\ i\ , . . werden Decimaleinheiten 
hdherer Ordnnng. Die zweiten Grenzen a' und b* könnten 
noch, wenn die ersten a und b eine beträchtliche Differenz 
besitzen, zu entfernt voneinander sein; aber die Convergenz 
der Annäherung wird immer aelineller, nn<l jede Operation 
liefert eine stets wachsende Anzahl exacter Ziffern. Wir werden 
dies im Folgenden noch deutlicher erläutern, und man wird er- 
kennen, wie sich die Annäherung beschleunigt. 

X. Nachdem wir die analytischen Prineipien, welche dieser 
Fntersnchung als Basis dienen, angegeben haben, wollen wir 
uns mit den geometrischen Oonstructionen, welche die Resul- 
tate darstellen, bekannt marlu n. Sie sind sehr einfach und 
denen analog, die uns zur Unterscheidung der imaginären 
Wurzeln im Artikel XXIII des ersten Buches dienten. 

Als Beispiel betrachten wir den im Artikel VI behandelten 
Fall, d. h. den; wo die letzten Vorzeichen der Vergleichs- 
reihen: ^.(^j^ ^f^^j 

(d) . . . + -f- — 
0 0 1 
(6)... + , + + 

lauten und die drei letzten Indices die Zahlen 0^ 0, 1 werden. 

XI* 
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Der Hogeu tun ^Fig. 7y stellt eineu iiieil tler Curve, deren 



Gleichuug 



ist, dar. [172] Die Abscissen Oa^ Ob i^eiuizeichneii die ge- 
gebenen (Frenzen a und b. Die extremen OrdinAten dm, bn 
aind die Werthe von f{a} und f(b), Der Bogen man, welcher 
dem Intervall ab der zwei Grenzen entspricht, hat keinen In- 
flexionspunktf denn da der Torvoiletzte Index Noll ist, so hat 
die Gleichnng f{x) = 0 zwischen dieeen Grenzen keine WoizeL 
Die Cnrve wendet ihre convexe Seite nach dem unteren Theil 
d^r Fläche zn; denn die Function /"(o;) behält im ganzen Intervall 




ab das Vorzeichen +. Da die Function fix) aucli in dieaem 
Intervall das Vorzeichen beibehält, so folgt, dass der Bogen 
man anfrtdgend ist. Daher wichst ndt wadisender Abeciase 
die Ordinate f[z) beständig; diese zunächst im Punkte a nega- 
tive Ordinate nähert sich mehr und mehr der Null und ent- 
fernt sich dann, nachdem sie positiv geworden ist, von der 
Null; es existirt ein einziger Bohnit^unkt der Ourve und der 
Axe, nämlich der Funkt a. . Setz«! wir voraus, dass man im 
Punkte n eine Tangente an die Curve zieht und diese Tan- 
g^ente bis zum l'imkte //, wo sie die Axe schneidet, verläugcrt, 
80 ist es klar, ti.iss, du der Punkt />' zwischen a und b liegt, 
die Abseisse 0// eiTieii ^'össeren Werth als die Wurzel haben 
wird : dieser Wertli a\ ird aber eine bessere Annäherung an 
^iese Wurzel als die Absciös<^ kjo liefern. Fühxi nuui jetfi&t 
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durch den Punkt /// eine Parallele zur Tangente so cr- 

giebt die Abscisse ()a\ da der Funkt a\ m dem diese Parallele 
die Axe schneidet, zwischen a und a liegt, einen kl( iiitK n 
Werth nh die Wurzel; dieser Werth wird aber eine ))ea8ero 
Aiinfiliprung: an die Wurzel als die Abscisse Oa liefern. Man 
hat nur noch die Werthe dieser ucnen Abscissen ()// und Oa 
auazadrttcken. Im Punkte n ist das Verhältniss des Zuwachses 

dx-f'lb) 

dy zum Zuwachs dx oder — gleich dem Verhältniss 

der Ordinate nb zur Snbtangente hb'. Daher hat man: 

dx • f'[b) _ nb _ f[h) 
dx ^ bb' i 

folgüeh ist die Linie bh gleich * Der Werth der Ab- 
scisse Ob' ist: 

m 



b — 



[173] Dies ist der Aasdmek des Käherungswerthes, den wir 
im Artikel VI mit 5' bezeichneten. 

Das Verhftltniss im Paukte n oder — ist gleich 

dx dx 

dem Verhältnis^ der Ordinate avi uiii entgegengesetztem Vor- 
zeichen genommen) zum Theile au der Axe, welcher zwischen 
der Ordinate und der Parallelen liegt; daher hat man: 

' dx > m f[a] . , f{a) 

, s= — oder aa = — • ' 

dx aa f'[b) 

Die Abscisse da* ist also gleich: 

f[a\ 
— « 

dies ist der Ausdruck für den JSäherungswerth, den wir im 
Artikel VIIl mit a bezeichneten. 

Die zwei Resultate der linearen Annäherung werden daher 
mittelst dieser Constmction klar dargestellt. Die Abscisseu 
Ca, 0^, welche den ersten Grenzen entsprechen, werden durch 
zwei andere Oa' und 02»' ersetzt; diese werden bestimmt, in- 
dem man durch den Punkt n eine Tangente an die Curve und 
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durch äm Punkt m eine Parallele nur Tangente Wat Helssen 
endfieb a' und b' die Enden der Snbtangenten oder allge- 
meiner Ewei Ponktei von denen der dne swiaehen a ni^ der 
Grenae a% der andere zwiadien b und der Grenae b' li^gt^ so 
bezeichnet man anf der Cnrre die Enden m' und n der dnreh 
a und />' gehenden Ordinaten; bezüglich der Punkte m' und 
n' geht man dann wie für die PuiikLc jji und // vor. Es ist 
klar, dass man aus dieser Construction die KenntniäS der zwei 

Näherongswerthe b — und a — , welche wir im Ar- 

f \b) f W 

tikel VI und VII hergeleitet haben, hätte finden können. Der 

erste dieser Werthe ist der durch die iVeti;Wsche Regel ge- 
gebene; allgemein besteht diese Regel immer darin, den ersten 
NähemngBwerthy welchen man als Abscisse betrachtet, dadurch 
zu verbessenif daas man zu dieser Absdsse den Werth der 
Snbtangente hinzaftlgt* [174] Der andere Nsherongswerth 
fta) 

a — ^ j vervollständigt die lineare Annäherung oder die An- 
näherung ersten Grades. Wir bezeichnen mit diesem Ausdruck 
diejenige Annäherung^ welche nur von Fluxionen erster Ord- 
nung abhängt. 

XI. Die vorstehende Construction macht die Bedingungen 
klar, welche die Anwendung der linearen Annäherung erfor- 
dert. Liegt der Punkt h (Fig. 7) nahe genug bei dem Rrhnitt- 
punkte a, so trifft die Tangente im Endpunkte n der Ordi- 
nate 6m die Aze in einem Punkte b' zwischen b und a\ der 
neue Wertii b' ^ welcher dnroh die Abseisse Qb* dargestellt 
wurde, ist ein besserer Nihemngawerth, als der Teran^ehende 
b^ den die Absdsse Ob darstellt Entspräche aber der erste 
Werth OBy anf welchen man die Rechnung anzuwenden hat^ 
dem Punkte so kann offenbar die im Punkte N constndrte 
Tangente die Axe in einem Punkte treffen, der weiter vom 
Schnittpunkte or entfernt ist. In diesem Falle liefert die Nefw^ 
^o//"sche Hegel den Werth der gesuchten Wurzel nicht mit 
Sicherheit; vielmehr k^iuu sie zu Resultaten führen, die sehr 
verschieden von denjenigen, welche Gegenstand der Frage 
sind, wtitlen. Damit diese Unsicherheit nicht eintreten soll, 
niusH der Punkt w, der Endpunkt der Ordinate hv,^ vom Co- 
ordinatennrsprung 0 weniger entfernt sein als der nächste In- 
flexionspunkt r. 

Man sieht auch, dass die iVeu^Wsche Annäherung nicht 
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ohne Untersohied auf die Grenze a und die Grenze h ange- 
wandt werden kann ; denn die im Endpunkte m der Ordinate 
am gezogene Tangente könnte die Aze in einem Punkte 
treffen, der vom Schnittpunkte a weiter entfernt ist^ als es der 
Punkt h war. Die Grenzen Oa, 06 (Fig. 8), zwischen denen 
sich ein einziger Schnittpunkt a befindet, konnten auch so 
weit entfernt sein, dass in diesem Intervall ah mehrere Punkte 
j)^ p gelegen sind, in denen die Tangente parallel der Axe 
ist, und mehrere Inflexionspunkte r, r, / , welche einen con- 
vexen Bogen tou einem concaren Bogen trennen. In diesem 
Falle darf man nicht von der linearen Annäherung Gebrauch 
machen; man muss vielmehr das Intervall so lange verkleinern, 
bis der liogen, welcher dem neuen Intervall a'h' entspricht, 
keinen Pnnkt p des Maximums und Minimums und keinen In- 
tiexionspunkt / enthält. 



r 




Fig. 8. 

Schon in der Abhandlung über die Auflösung der nume- 
rischen Gleichungen^^) war gezeigt worden, dass das von 
Newton angegebene Verfahren insofern unvollkommen ist, als 
es kein charakteristisches Merkmal, welches die Sicherheit der 
Annäherung yerblirgt, an sich trägt. [175] Der hertthmte 
Autor macht die Bemerkung (Einleitung, Seite X], dass, da 
man bei jeder Operation Glieder, deren Werth man nicht 
kennt, vernachläs3ig:t, man nicht den Grad der Genauigkeit 
jeder Correction beurtheilen kann; er fügt hinzu 'Seite 129, 
zweite Ausgabe), dass es schwierig, ja sogar vielh'icht nu- 
möglich ist, a priori ein unterscheidendes Merkmal /ai linden, 
um beurtheilen zu können, ob die Bedingung, welche die 
Operation convergent macht, erfüllt oder nicht erfüllt ist. 
Diese wichtige Frage ist durch die Methode, welche wir im 
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voraufgehenden Buche zur BeBÜmmimg der Grenzen der Wnr- 
zeln angegeben haben^ völlig geldat; durch diese Methode er- 
kennt man, ob die Gleichung f(x) ^ 0 zwischen den Grenzen 
a und h eine einzige reelle Wurzel hat, und ob jede der 
GleichuDgen f{x) = 0 und f"{x) = 0 keine Wurzel in diesem 
Intervall besitzt Femer kann man in allen Fallen fflr jede 
Wurzel zwei Grenzen bestimmen, welche diesen Bedingungen 
geniigen. Daher kann die lineare Annäherung, von welcher 
die NmUm^^fSth» Methode einen Theil bildet, immer angewandt 
werden. 

Die Consuuctiou macht dieses KeHultat für den oben an- 
gegebenen Fall klar, denn der Bogen ni n (Fig. 7] kann weder 
einen Intiexionspuiikt, noch eine zur Axe paraUeie Tangente 
besitzen; die Gleichungen f'\x) = 0 und f {x) = 0 haben ja 



zwischen a und b keine reellen Wurzeln. Es gentigt daher, 
in diesem Falle die Kegel anzuwenden. Der erste Näherungs- 
werth b' führt zum Ende der Subtangente; oder hält man sich, 
um die Rechnung zu erleichtem, bei einem Kachbarpunkte ß' 
des Punktes b\ der zwischen // und b gelegen ist, auf, so 
gelangt man mit demselben Verfahren von diesem Punkte ii' 
zu einem anderen ß", welcher dem Schnittpunkte a näher 
liegt. Diese Annäherung kann unbegrenzt fortgesetzt werden. 

XU. Die Lage der Figur ist nicht immer die soeben von 

uns angegebene. Man niiiss im allgemeinen vier Fälle unter- 
scheiden, nämlich die iu den Figg. 1), 10, 11, 12 dargestellten; 
von diesen wollen wir zunächst den ersten betrachten. In 
diesem Falle (Fig. 9) vollzieht sich die Annäherung, wie wir 
schon sagten, vermö^re anfeinandi iiulgender Tangenten, deren 
erste dm*ch den Funkt n geht. Im zweiten Falle (Fig. 10) 




Fig. 9, 



Fig. 10. 
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geht die erste Tangente durch den Punkt m. Im dritten 
falle (Flg. 11) geht sie auch durch das Ende m der Ordinate 
am, 176] Im vierten Falle (Fig. 12) geht die erste Tangente 
Tom finde n der Ordinste hn «ns. Am dem Aii|^i,iA der 
FignreD attein gebt selum die Gonveigens der Anailieraiigen 
hemr; die Figuren kunen Mieh ericBiiiieiiy daas die Bedingung 
dieser CoBvergeiuB für alle FlJle darin besteht, daas der Bogen 
mn frei von Krümmungen und Wend^onkten iat. Dies tritt 
immer dann ein, wenn die Gleiehnngeu f'(x) ^ 0 nnd f"{x) ^ 0 
Kuschen a und h keine reellen Wareeln besitzen. Wie wir 
schon angaben, versick! i i man sich hiervon, iüdem man die 
Grenzen a und h in die Fuuctionenreihe : 

/l'»)(a,}, /'C»'-)(a:), . . /""(x), ("(x), f'(x), f(xj 
aeizt; dies ergiebt zwei Reihen 7on Besnltaten, nämlich: 




l'ig. 11. Fig. 12, 



(6; . . . /-(»»n^jr r'-'Xh], . . ., /"'(6J, /"(6J, f'ib), f[h). 

Man hat die zwei Yergleiehsreihen [a] und [h] zn ver- 
^eiehen. Unterscheiden aich diese nnr dnrch das letzte Tor- 
seichen, welches ftkr eine der Grenzen pesitiY, ftlr die andere 

negativ sei, so haben die zwei Gleichungen f"{x) s= 0 und 

f[r) =S5 O in dem Intervalle keine Wurzeln. Daher hat der 
Bogen nrn keine zur Axe parallele Tangente und keinen 
Wendepunkt. Folglich sind die Grenzen üo nahe, dass man 
ohne irgend welche Unsicherheit von der Näherungsregel Go- 
braucli machen kann. 

Man sieht auch: es ist nicht nöthig, dass die zwei Yor- 
zeichenreihen (a) und [h] nur im letzten Vorzeichen verschieden 
amd; es genflgt, die Anzahl der Yorzeichenwechsel dieser 
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zwei Reihen zu vergleichen. Bei diesem Vergleich geht man 
von links nach rechts vor nnd maeht zunächst bei der Func- 
tion f*[x] halt. Findet man, dass die swei Grenssen bis sn 
diesem Gliede (incl.) dieselbe Anzahl von Vorzeichen ergeben, 
so folgert man, dass die Gleichnng f'(x) s 0 zwischen den 
Grenzen a nnd h keine Wnrzel hat. Man yergleicht anch die 
zwei Reihen (a) und (6), indem man bei der Fnnotios f\p) 
(inclj halt maoht; haben die zwei Reihen noeh dieselbe An- 
zahl Yon Yorzeiehenweehseln, so schliesst man, dass die Glei- 
chung f[x] — 0 zwischen den Grenzen a nnd h keine Wnrzel 
hat. [177] Man kann dann sofort zur Anwendung der Reg^l 
flbergehen; sie wird sicher bessere Grenzen a' und h'^ als es 
die voraufgehenden a nnd b waren, ergeben. 

Der Vergleich der zwei Reihen [a] und [h) redueirt sich, 
wie man sieht, darauf, die Reihe der Indices zu bilden, welche 
dem Intervall der Grenzen a und h eigenthtlmlich ist, und zu 
])riifeii, ob die drei letzten Indices 0, 0, 1 lauten; diese Be- 
dingung irit nothwendig und hinreichend. Wäre sie nicht er- 
füllt, so wäre die Annäherung irrig oder wenigstens unsicher; 
man darf in diesem Falle nur dann zu derselben tibergehen, 
w^enn man die lirenzen näher aneinander gebracht hat. Sind 
die drei letzten Indices 0, 0, 1 geworden, so weist dies* dar- 
auf hin, dass die zwei Grenzen a und h nahe ^^enug sind, um 
von der linearen Annäherung: Oebranrh zu in.'ifhen. Man geht 
dann von den Grenzen n und A zu zwei anderen a und h\ 
welche dieselbe Eigenschaft wie a und b haben, über; die 
eine dieser neuen Grenzen wurde durch Newton gegeben; sie 
ist im ersten Falle (Fig. 9; durch: 



darg-psti'llt. 

XIII. Die Constructionen lassen sehr klar erkennen, dass 
Newton's Regel nicht nnterschiedslos auf die eine oder auf die 
andere Grenze angewandt werden darf. Im ersten Falle ist 
der Bogen ansteigend und concav [Fig. 9); er wendet seine 
convexe Seite nach dem unteren Theil des Blattes. Im zweiten 
Falle iFig. 10) ist der Bogen absteigend und concav. Im 
dritten Falle [Fig. llj ist der Bogen ansteigend und convex; 
er wendet seine convexe Seite nach dem oberen Theil des 
Blattes. Im vierten Falle (Fig. 12) ist der Bogen absteigend 
und convex. 




Digitized by Google 



Die Aaflösang der beatimmten Gleichungen. 171 



Im ersten l^'alle sind die drei letzten Vorzeichen der Reihe 
(a), welche man bildet, indem mau a in die Functionen: 

setzt, 

und di^enigen der Keihe (h): 

mm^m mm^m mJ^m • 

[178] Für den zweiten Fall lauten die drei letzten Glieder 
der zwei Beihen: 

(a).... -I- + 
(6)... + - 

Fttr den dritten Fall lauten die drei letzten Glieder der zwei 

Beihen: , , 

(«)...— +, — 

ih).,, - + +. 

Endlich lauten für den iderten Fall die letzten Glieder der 

Reihen: , 

(«)...— — + 
(^,) . . . — _ — , 

Im ersten und vierten Falle muss das Näherungsver- 
fahren anf die grössere (irenze !> .angewandt werden; denn die 
durch den Pnnkt )) orezog-ene Tangente ergiebt sicherlich einen 
zweiten besseren Näherungswerth // als h. Im zweiten und 
dritten Falle muss die Kegel auf die kleinere Grenze a an- 
gewandt werden; denn die durch den Punkt m gezogene Tan- 
gente ergiebt sicherlich einen besseren Näherungswerth a' 
als a. 

Um diejenige der zwei Abscissen, welche die zn wählende 
Grenze darstellt, zn nnterscheiden, genügt es zn bemerken, 
das3 man ans dem Ende dieser Abscisse die Convexität des 
Bogens mn^ nieht aber seine Ooneavität ersieht. Diese Grenze 
kann die äussere genannt werden, weil der sie begrenzende 
Pnnkt ausserhalb des Baumes, welchen die Ourve einschliesst, 
liegt. Die andere Grenze ist die innere. 

Nieht weniger Ideht erkennt man die Grenzen dnreh die 
Yorzeiehen der zwei Beihen [a) und [h]. Die äussere Grenze 
ist immer diejenige, welche fttr f(x) und f"[x) dieselben Vor- 
zeichen ergebt. 
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XIV. Für die srewöhnliche Anwendung der Kegel ist es, 
wie naan gesehen bal, noth wendig, zwei <Trenzeu a und h zu 
kennen, zwischen denen die Wurzel, deren Werth mau be- I 
rechnet, allein gelegen ist: tVriitr muss man sich ^eri^ichern, 
dass, wenn man die zwei Zahlen a und !> in die Functioiien- 
reihe / ^^Vr), . . ., /"'(j*), fU]^ fi-r] einsetzt, die Gleichuni: 
/(x) = 0 zwischen a und // eine einzige Wurzel besitzt, die 
Gleichung f {x) = 0 und ebenso die Gleichung f*'[X = 0 hin- 
gegen in diesem Intervall keine Wurzeln haben. [179j Diese 
Grenzen bestimmt man durch die Methode, welche wir im 
ersten Bnehe auseinandergesetzt haben; sind diese Grenzen 
nicht nahe genug, dass die Reihe der dem Intervall eigenthttm- 
lichen Indiees als leiste Glieder 0, 0, 1 anfveist, so mn» 
man das Intervall so lange yerkleinem, bis diese Bedingmig 
erfoilt ist Solches Ergebniss zn erreichen ist immer leicht, 
nnd die Constmctionen machen dieses Resnltat klar. Der 
Bogen der Onrve mn, dessen Schnittpunkt mit der Aze die 
gesuchte Wurzel darstellt, kann, trotzdem er nur einen Schnitt- 
punkt besitzt, doch ausgedehnt genug sein, um Biegungen und 
Wendungen zu haben; dies würde z. B. eintreten, wenn dieser 
Bogen so wie in Fig. 8 verlauft. Man kann die Grenzen a 
und b so entfernt voraussetzen, dass der Bogen 7nn zwei 
Punkte p und ]> des Maximums und >[inimum3, drei Intlexions- 
punkte r, r, / und doch nur ein» n einzigen Schnittpunkt a 
besitzt. Wenn man aber die Grenzen näher bringt, so gelangt 
man ofl'enbar zu besseren W^ertlien a und b' und kann den 
Bogen ?//;? frei vuii Kniinmungen machen. Nur iuii^>en dabei 
die singulären Fälle, in denen man die Inflexionspuukte. die 
Schnittpunkte und die Punkte des Maximums und Minimuiuri | 
nicht trennen kann, beachtet werden. Dies tritt ein : erstens, ' 
Avenn die zwei Wurzeln gleich sind, zweitens, wenn der In- j 
fiexionspunkt r mit dem Schnittpunkt a zusammenfällt. Der | 
erste Fall ist hier nicht zu betrachten; denn die zwei Wurzeln 
sind dann nicht getrennt und die Reihe der dem Intervall zu- j 
gehörigen Indices schliesst nicht, wie vorausgesetzt, mit der ' 
Zahl 1, vielmehr ist der letzte Index 2. Der zweite Fall ist 
dem der gleichen Wurzeln analog un<i beide sind leicht zu 
unterscheiden. Im ersten Falle haben die zwei Functionen 
f{x] und f'{x] einen Factor gemein, im zweiten Falle haben 
die zwei Functionen f{x) und f"{x) einen gemeinsamen Factor. 
Es genügt daher, diese Functionen zu vergleichen und dadurch 
zu erkennen, ob sie einen gemeinsamen Factor besitzen; wie 
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ynr vorher gesehen haben, bildet dieser ^ Vergleich einen Theil 
der Begel, welehe zur Bestimmiuig der Grenzen der Wurzeln 
dient. 

[180] XY. Wir fassen jetzt den allgemeinen Inhalt der 
soeben bewiesenen. Sätze znsammen|: 

Wendet man anf eine vorja^elegte Gleichung fix) = 0 die 
zur Bestimmung der Orenzeu angegebene Methode an, so ge- 
langt iJiaii dazu, ein durch zwei Zahlen a und b begrenztes 
Intervall zu bestimmen ; in diesem befindet sich eine einzige 
Wurzel; zur Berechnung dieser geht man, wie folgt, vor. Die 
Keihe der zu diesem Intervall gehörenden Indices hat nach 
Voraussetzung als letztes Glied die Zahl 1. Man sieht, ob 
die zwei VorzeichenrtMhen , ^^ t^Iche durch Substitiition der 
(Irenzen a xinä }> tregeben werden, sich inir durch d.is letzte 
Vorzeicht u unterscheiden: dies tritt am hiiuhgsten ein. Findet 
diese Bedingung statt, so kann man sofort die ISäherungs- 
methode anwenden. Zu dieser Anwendung kann man auch 
dann übergehen, wenn die zwei Vorzeichenreihen verschieden 
sind und die letzten Glieder der Keihe der Indices 0, 0, 1 
lauten. Ist diese letzte Bedingung nicht erfnUt, so kttndigt 
dies an, dass die Grenzen nicht nahe genug liegen, nm mit 
Sicherheit von der Nähemngsregel Gebrauch zu machen; in 
diesem Falle mnss man das Intervall dnrch Snbstitation einer 
zwisdienliegenden Zahl yerkleinern. Bevor man aber zn dieser 
Theilnng des Intervalls tibergeht, prflfe man, ob die Functionen 
f(x) nnd f{x] einen gemeinsamen Theiler xp'x] haben. Tritt 
dieser singnl&re Fall ein nnd hat femer die Gleichung ip[x) = 0 
eine reelle Wurzel a zwischen a nnd 6« — dies erkennt man 
leicht nach den von uns dargelegten Principien — , so bleibt 
mt die Bestimmung dieser Wurzel er ttbrig. Man wendet 
daher dann diese Regel auf die Gleichung ip\x] = 0 an. 

Existirt der gemeinsame Factor nicht, so kommt man durch 
Theiluug des Intervalls sicher zu zwei Grenzen a und filr 
welche die drei letzten Indices 0, 0, 1 lauten. Man wählt 
dann diejenige der zwei Grenzen, die beim Einsetzen in 
i''X^ und f{x) dieselben Vorzeichen liefert, aus; bezeichnet 
man diese äussere Grenze mit r, so sptzt man in die Glei- 
chung /*(./•) an die Steile von x c y ein; in dem Resultat 
lässt man diejenigen Potenzen von die h(dier als die erste 
sind, fort; dann bestimmt man allein durch numerische Divi- 
sion einen Näherungswerth für y, indem man den zu kleinen 
(Quotienten, abgesehen vom Vorzeichen, nimmt. [131] So findet 
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uuui einen zweiten Näh»- rang's werth ' : verfahrt man mit dtr 
nenei» ^T^enze ' ebtaso liie man e? mit der Grenze c that, 
90 kami nuLn (lASselbe Kechming:5verfahren fortsetzen. 

XVL Durch djis Vorsmigebeade ersieht man: diese An- 
««■dimg der Regel ergiebt ^ikflrugnrerthiey die immer besser 
ngnikert mmä. die aber, vie wir ackta im Artikel II sagten, 
entweder «ile grösser oder alle Uciti als die gesndte Wvnel 
umL Himot gehl Foigeadee h<^r. -^r: fuhrt man die nume^ 
rii^e DhrisoB, mm einen neues Theii der Wurzel zu kennen, 
«OBi WO warn man mtk^ bia n wdcbem tifiede üeee Ope- 
ntm geftkrt wertoi bub. Beeekiiali mtm avf eine 
eiasige Ziffer de« Qnotiesten^ so YCffiert mmm. dsen der grtosten 
Tertbeüe des Yetlldirais; deam eime enuige OpenUion kann 
laebreie esaefte Ziffn agebes^ nad m etgiebt wm ao mehr, 
wenn man sehMi eine grOoaeie AanU denÄea kennt. Ftthrt 
man hingegen den QPMitieiiteii Uber das ^ied, bei dem die 
Ziiem ier Wmel ■iMgehBrai «nfliöreB, htaaiia^ ao maeht 
man &i» wmteren Opmtioiien eomplieirt and verwir r t Die 
reguläre Anwendong eines solehen Proeesses erfordert er- 
sieht!: -h, daaä man mii iiiiic einer sicheren Regel er- 
k^Lni. vneviel Ziffern, die der Wurzel wirklich angehören, 
durch j».de Operation gegeben werden. Wir haben oben die 
Principien, welche diese Frage völlig lösen, dargelegt. Hat 
man zwei (Trenzen a und 6 gefunden, weiche beim Einsetzen 
in die Functionen f^"* z\ . . .y f"x, ' x-, f r bis auf die 
letzten Kt-suitat^j zw^-i Reihen von Resultaten mit denselben 
Vorzt-icht-n liefern . leitet man fiir die Berechnung der Nihe- 
ningswerthe die im Folgenden anzn ebbende Regel ab: diese 
ist auch noch giütig, wenn man zwei Grenzen a und b g'- 
fonden hat, die, in diese Functionen eingesetzt, derartige Re- 
sultate ergeben, dass die Reihe der Indiees als letzte drei 
QUedar 0, 0, 1 aufweist. Bezeichnet man diejenige der zwei 
Grenzen, welche, in die Functionen f"r^ nndf^x geaetat, swei 
Resnhate mit denselben Voizeiebai liefert, aut i^j so mnsa 
man den Aaadrnek: 

bilden ; [188] beaeiehoet man mit a die andere Greoae, welche 
ftr f\a) and f Feraehiedeiie Toneiehen liefert, ao bilde 
man den Anadroek: 



Digitized by Google 



Die AaflüBnng .der bestinimtea GrleichviiKeii. 



175 



m 



Die zwei Grössen a und sind neue Werthe, zwischen 
denen die Wurzel x liegt; dieselben aind bessere Käherunga- 
werthe als a und 

XVn. Die aus den ersten ß und a hergeleiteten nenen 

Grenzen ß — \}fL ^n^i « — ^Jnl\ sind nicht die einzigen, 

lyp) J\P] 
welche man zur Berechnung der Wurzeln verwenden kann; 

die lineare Annflherong umfasat im allgemeinen fünf, aus den 
zwei ersten a und ß resnltirende Grenzen. Die Oonstmction 
(Fig. 13) genflgt, um ^eae fflnf Grenzen und ihre Eigenthttm- 
lichkeiten anzugeben. Man muas in dem Endpunkte der Ordi- 
nate, welche einer der Grenzen entspricht^ eine Tangente an « 



o 








a 







m 



Fig. la. 



den Bogen ziehen und diese Tangente verlängern, bis sie die 
Abscissenaxe trifft. Ebenso zieht man im Endpunkte der 
Ordinate, welche der anderen Grenze entspricht, eine zweite 
Tangente; dann zieht man im Endpunkte jeder dieser zwei 
Ordinaten eine Gerade, welche der durch den Endpunkt der 
anderen Ordinate gehenden Tangente parallel iat Endlich 
zieht man durch die Enden der zwei Ordinaten eine Secante 
und hezeichnet ihren Schnittpunkt mit der Abaciaaenaxe. Das 
System dieaer fOnf geraden Linien atellt alle Bedingungen der 
linearen Annäherung oder der Annäherung eraten Gradea dar; 
d. h. auf dieae Art kennt man die neuen Näherungswerthe, 
welche aua den zwei ursprünglichen Grenzen a und ß allein 
durch Auflöauug von Gleichungen eraten Gradea hergeleitet 
werden kdnnen. Nach der Natur der beaonderen Fälle kann 
man diejenige der fünf Grenzen, welche am leichtesten 
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zu berechnen ist, auswählen; aber mcht immer k?um man be-? 
gründet scblie'^«'n, dass die zwei neuen Grenzen nothwendig 
bessere Nuherungswerthc» als die zwei voraufgehenden dar- 
stellen. Diese Eigeuthümiichkeit findet nur bei den zwei im 
vorangehenden Artikel mit 

« 

bezeichneten GrOssen nnd derjenigen der fftnf Grenzen, welehe 
dnreh die Seeante angegeben wird, statt. [188] Diese letztere 

wird dui'ch: 

^ " ^^^^ m - tM 

ausgedrückt. Der Factor, welcher — f{ß) multiplicirt, ist der 
Quotieut der Differenz — u der zwei Abscissen durch die 
Differenz f{ß) — /*(a) der zwei Ordiuaten; in dem Yorau%ehen- 

den Auadraek ß — -~~ ist der Factor, welcher — f(ß) mnlti- 

plicirt, der Quotient des Differentials dß der Abscisse durch 
Aß' f'{ß) oder df[ß)^ dies ist aber das Differential der Ordi- 
nate ; die zwei Ausdrücke differiren also darin, dass die Diffe- 
rentiale durch die endlichen Differenzen ersetzt sind. 

Ist die Differenz der Grenzen noch gross genng, so diffe- 
riren die fünf neuen Grenzen, welche ans den alten folgen, 
sehr merklich voneinander; man mnss dann diejenigen, welche 
die besten Kflhemngswerthe ergeben, answählen. Aber in dem 
Maasse, ^e das Intervall der ersten Grenzen abidmmt, n&hem 
sich die nenen Grenzen, welche man ableiten kann, fortwäh- 
rend, und die Ordnuni^ der Convergenz wird för alle dieselbe. 
Im Folgenden werdeu wir das Alaass der CouvergeuÄ keuueu 
lernen. 

XVIII. Der einfachste Fall der linearen Annäherung ist 
derjenige, den die zweigliedrigen Gleichungen der Form: 

darbieten. Der Exponent ni ist bekannt; A ist eine positive 
Zahl. Die Berechnung reducirt sich daher darauf, aus der 
Zahl .1 die wte Wurzel aufzuziehen. Die arithmeti»elie Ope- 
ration, weiche (]ip^o Wurzel er^riebt. liisst sich sofort aus den 
von uns auseinandergesetzten Principien herleiten. Wendet 
man anf die Function f[x) oder a/'^ — Ä die im ersten Bache 
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au.^ciniindercresetzten Piincipien an, so erkennt man sofort 
den ganzzahligen Bestandtlieil , ans dem die Wurzel gebildet 
ist, und zwar die ersten Ziffern; man kennt daher zwei erste 
Grenzen n und zwischen denen die Wurzel liegt; diese 
unterscheiden sich um eine einzige Decimaleinheit einer ge- 
wissen Ordnung. Die drei letzten Functionen sind: 

[184] rw, n^), m 

Die Zeiehenreihe, welche der Grenze a entspricht, lautet: 
(aj •• + ••• + + — , 

und die Zeichenreihe fllr h wird: 

* • • * * * • 

Die Reihe der Indices weist daher: 

0, 0, 1 

als die drei letzten Glieder auf; der Bogen der Curve verläuft 
so, wie es die Fig. 13 darstellt. Zieht man durch den Punkt 
wi, welcher der kleineren (Jrenze a entspricht, die Tangente 
mof, so tindet man eine Subtangente, welche, zu der Abscisse 
Oa hinzugefügt^ eine neue Abscisse Oa ergiebt; diese ist noth- 
wendig grösser als die Abscisse Oa; des Schnittpunktes. Hat 
man im Endpunkte // der Ordinate, welche der grösseren Grenze 
h entspricht, die Tangente nß gezogen, so ziehe man zu dieser 
Tangente durch den Punkt m eine parallele Gerade m a'\ fügt 
man aa zu der Abscisse 0//, so ergiebt dies eine neue Ab- 
scisse Qa, die nothwendi^r kleiner als die Abscisse Or des 
Schnittpunktes ist. Die Wurzel liegt folglich zwischen ()a 
und Oa; man muss daher zu dem schon bekannten Theile a 

den Werth von aa, der — ^tt-t oder , ist, hinzn- 

' f[a) ma^^~* 

fügen, die Samme überschreitet dann sicher die Wurzel x. 
Fügt man aber zu dem bekannten Theile a den Werth von 
aa' hinzu, so wird die erhaltene Summe sicher kleiner als 

die Wurzel. Die Linie aa! hat den Werth — oder 

^^m~\ i Zähler Ä — a"* ist der Best Ä, der sich bei 
der arithmetischen Operation, welche einen ersten Theil der 

Oätwald's Elassiker 127. 12 
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Wurzel erkennen lässt, ergiebt. Mithin erhält man folgendes 
Resultat : dividirt man den Rest R durch das w fache der 
m — 1 ten Potenz des schon bei der Wurzel hingeschriebeneu 
Theiies a, so tibersteio't der Quotient die Grösse, die man zu 
a, um die Wurzel zu tinden, hinzu ad diren mnss; [185^ er- 
höht man aber die letzte bei der Wurzel hingeschi it V>ene 
Ziflfer um 1, — dies ergiebt nach Annahme einen Werth />, 
der g:rösser als die Wurzel ist, — und dividirt denselben 
Rest R durch das fache der in — 1 ten Potenz von /v, so 
wird der Quotient kleiner als die Grösse, die man zu a hin- 
zufügen muss, um die Wurzel zu yervollstäudigen. Die zwei 

R R 
Quotienten - . und — , differiren im Anfang der 

Operation derartig, dass der Yergleieh dieser Quotienten sn- 
nfteliBt nicht sehr zur Erleichterung der Berechnung der Wurzel 
dient; ist es aber gelungen, eine grössere Anzahl exacter Zif- 
fern zu kennen, so unterscheiden sieh die Quotienten ausser- 
ordentlich wenig; wie man sicher weiss, gehören die den zwei 
Grenzen gemeinsamen Ziffern der Wurzel an; hieraus folgt, 
dass jede Operation eine gewisse Anzahl ezaeter Ziffern kennen 
lehrt und dass bezflglich des Gliedes, bei dem man bd der 
numerischen Division halt machen muss, kerne Unsicherheit 
herrscht. Die Bestimmung des Gesetzes, nach dem die An- 
zahl der exacten Ziffern zunimmt, die jede numerische Divi- 
sion liefert, ist leicht aufzufinden, lieber Operationen, welehe 
zur Ansziehung der Quadrat- und Gubikwnrzeln dienen, hat 
man schon lange Bemerkungen gemacht. Aber diese S&tze 
sind nicht auf so einfache Operationen beschränkt; sie passen, 
me wir bald beweisen werden, auch auf die Wurzeln aller 
algebraischen Gleichungen, wie gross auch immer die Anzahl 
ihrer GÜeder seL Diese eigenthflmliohen Resultate sind sogar 
noch viel allgemeiner; sie hängen nicht von der Natur der 
bestimmten Gleichung, deren Wurzel man sucht, ab ; sie folgen 
vielmehr aus dem Charakter der linearen Annäherung. 

XIX. Der voraufgeliende Artikel zeigt: die elementaren 
Regeln, welche zur xVusziL'hung der numerischen Wurzeln 
dienen, .sind nichts anderes als sehr specielle Anwendinii^en 
einer ullgemeinen Methode, welche die üleichungen aller Grade 
umhisst. Vieia"'^], Harriot^^ Ou^htred^^), Newton^^) und Wal" 
lü^^j hal)en die Frage der Auflösung der Gleichungen zuerst 
unter diesem Gesichtspunkte betrachtet. Sie dachten, es mu63 
eine allgemeine exegetische Operation existiren; diese ist 
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geeignet, dt !' lieilm nach rIIp Theüe irj^cud riner Wurzel einer 
aequatio atiecta zu ergeben. [186J Mit dem letzteren Aus- 
druck bezeichneten sie die algebraische Gleichung, welche 
ausser der Potenz x'^^ der Unbekannten sowie dem letzten be- 
kannten Gliede A noch verschiedene andere Glieder, die aus 
Flüducten von gegebenen Coefficienten und niedrigeren Po- 
tenzen der Unbekannten gebildet sind, enthält. Den Theil 
dieser aUgemeinen Methode, der sich auf die Buchstaben- 
glelchimgen mit einer euusigen Unbekannten bodeht, entdeckte 
Neiffkm; er machte davon einen sehr aos^ebigen Gebranch 
in der Theorie der Beihea. iVon« Vieia hatte dieselben An- 
sduniiageii laago voiher in Yoiaehlag gebracht; damals waren 
aber die mathematischen Theorien zu imvoHkommea, nm eine 
geuflgend weitgehende Methode httden zn ktonen. Der ein- 
tacbste Fall der Gleichungen mit zwei Gliedern war allerdings 
leicht ^nifgebist worden; denn bei demselben ist die Natur der 
Wurzciii klar, und man bat auch keine liegel zur Bestimmung 
der Grenzen uöthig. Setzt man aber eine l>eliebige Zahl von 
Gliedern und Coefficienten voraus, so erfordern die Unterschei- 
dung der reellen von den imaginären Wurzeln und die Auf- 
suchung ZAV( ier Grenzen für jede reelle Wurzel eine sehr tief- 
gehende i'iüfiing ; diese Fragen ludten wir in unseyrem ersten 
Buche behandelt. 

Die Berechnung der numerischen Wurzeln beruht, wie wir 
in den Artikeln XVI und XVII sahen, auf der Vergleichung 
Ton zwei Grenzen; diese rilckcn immer ntther und afther, 
zwiachen ihnen ist die Wurzel nothwendig gelegen. Streng 
gOBommen, gentlg«ii die bewiesenen Sätae fttr die £xactheit der 
Bechnmig; aber es ist sehr wichtig, dieser Methode einen 
neuen Grad von Vollendung zu geben, um hierdurch ihre Ver- 
wendbarkeit fiBr den Oebrauch einfacher zu gestalten. AUge- 
mein darf man diese üntersnchung nicht eher als abgeschlossen 
betrachten, als bis es gelungen ist, die Operation einzig und 
allein auf Rechnungen, deren Ausführung unumgänglich noth- 
weudijr ist, zurückzufiibien. Es haudelt sich nicht allein mit 
Sicherheit zur Kenntniss der Wuizelu zu gelangen, sondern 
mau iiiuss auch der Methode die ganze Einfachheit geben, die 
sie ziihlsst, ohne dabei ihre Allgemeinheit zu verlieren. Zur 
Erreichuiig dieses Zieles müssen wir drei verschiedem' Fra«ren. 
deren Gegenstand ^vir jetzt kenneu lernen wollen. beantN\ orleu. 

i>ie erste ist rein alicebraisch; [187J sie Itestelit darin, die 
Operation, welche eine Zahl durch eine andere zu dividiren 

12* 
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znm Zweck hat, so anzuordnen, dass man bei der Bestimmung 
des Quotienten nnr Jede Ziffer des Divisors dann mitwirken 
Iftsst, wenn die Heranziekong dieser Ziffer des DivisorB nöfhig 
geworden ist^ damit bezUgtiok der Ziffer, weleke man beim 
Quotienten hlnsckreibt| keine Unsicherkeit eintritt Die zweite 
Frage bezweckt, die aufeinanderfolgenden Substitutionen, welche 
bei der Bereclmung der Wurzeln nöthig werden, derartig ana- 
zufOhrenj dass dabei kein Theil der Operation wiederholt wird 
und man zu den voranfgehenden Operationen mar das dem 
neuen Theil der Wurzel entsprechende licsnltat hinzufügt. 

Die dritte Frage hat die Bestimmung des exacten Maasses 
der (.unvergenz der Annilherung zum Gegenstande; hierdurch 
findet man ohne irgi'nd welche Unsicherheit, wieviel Ziffern, 
weiche als Theile der Wurzel beibehalten w^den sollen, durch 
jede numerisebe Division gegeben werden. 

XX. Bei der PtOftrag der ersten Frage Cfkemit man zu- 
nichst, dass die gewöhnliche Bogel für die Division der Zahlen 
zu ttberflflssigen Ahnungen ftthrt. Zur Bestimmung der Gren- 

zen muss man Werthe von Quotienten wie berecbneii; 

, f («) 

der Nenner f'{a)^ welcher durch die Substitution des schon 
Kr kannten Theiles a in die Function f'{x) erhalten wird, kann 
mehrere Decimalziffern enthalten; iüt die Operation selfon sehr 
weit Yorgesehritteu, so enthält er thatsflchlich eine giussse An- 
zahl von Ziffern. Die letzten dieser Ziffern des Divisors, 
Weichs rechts stehen, tragen nicht zur Bildung der ersten 

fici) 

Ziffern des Quotieuteu bei; es handelt sich um die Kennt- 

niss dieser ersten Ziffern. Man muss daher nur diejenigen 
Ziffern des Divisors, von deren Verwendung man bei der Be- 
rechnung nicht absehen kann, in die Rechnung einführen. 

Der Verfasser des Werkes - Artis unalyticae praxis , 
Oughtred^'^)j hat iür die Mnltiplication der Zahlen eine Regel 
dieser Art hinterlassen: man kennt auch einen analogen Pro- 
cess zur Vereinfachung der numerischen Division, wenn man 
eine gewisse Anzahl von Ziffern des Quotienten kennen lernen 
will. Hier müssen wir aber einer ;intitjren Bedingung geutlgen ; 
dieselbe besteht darin, die Ziffern des Divisors nnr der Reihe 
nar fi heranznziehenj damit wir die Operation auch nach Will- 
kür fortsetzen können: [188^ l^esondcrs muss man mit Sicher- 
heit entscheiden, ob die im Quotienten liingesehriebene Ziffer 
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exflot ist. Es soll jetet -die Regel, welche man in allen FSUen 

bei der Ausftthrang dieser geordneten Division verwenden 
mnss, folgen. 

Zuerst bezeichne man im Divisor nur einige der ersten 
Ziffern, z. B. die zwei oder die drei oder die vier ersten; 
denjenigen Divisor, welcher so aus den bezeichneten Ziffern 
gebildet ist, bezeichnen wir als designirten Divisor. Man 
dividire dann den vorgelegten Dividciulüs durch den desig- 
nirten Divisor, und zwar führe man diese Operation nach 
einer Kegel, die nur in einem Punkte von der gewöhnlichen 
Kegel ditferirt, ans. Diese Diö'erenz besteht in Folgendem: 
jedesmal, wenn man eine Ziffer des Dividendns zu dem durch 
eine voraufgehende Operation gegebenen Rest himmtemimmt 
and auf diese Art einen Partialdividendus bildet, mnss man 
diesen letzten Xtividendus dadnieh oorrigiren, dass man eine 
gewisse Grösse subtrahirt; so erbilt man einen corrigirten 
Fartialdividendas. Dann sacht man, wieyiel mal dieser 
letzte IHndendns den designiiten Divisor enttiSlt nnd schreibt 
die Ziffer, welche diese Ansahl aosdrüekt, beim Quotienten 
Mn. Hierauf moltlpUetrt man den designirten Divisor mit der 
beim Quotienten biugesohriebenen Ziffer und ideht das Product 
von dem corrigirten Partialdividendus ab. Zu dem Reste 
mnunt man ^e neue Ziffer des Bividendus herunter und setzt 
die Operation nach derselben Regel weiter fort. 

Um die an einem Partialdividendus auszuführende Cor- 
rectur zu finden, d. h. die abzuziehende (Jrösse zu bestimmen, 
muss niiiii aUe beim Quotienten hingeschriebenen Ziiicrn mit 
einer gleichen Zahl m von Ziffern, die hinter dem designirten 
Divisor genommen werden, vergleichen. Die m Ziffern des 
Quotienten denke man in umgekehrter Reihenfolge ge- 
schrieben und unter <He m Ziti'ern, welche hinter dem desig- 
uirteü Divisor gen^iimaen werden, gesetzt. Man multiplicire 
dann jede dieser Zirtern mit der unter ihr stehenden und ad- 
dire diese 7u Producte ; hierdurch erkennt man die vom Fartial- 
dividendas zu subtrahirende Grösse und fObrt die Gorrec* 
tar ans« 

Jedesmal, wenn man bei Befolgung dieser Regel eine Ziffer 
des Dividendus zu einem dnreb die yorau%ebende Operation 
gegebenen Best beruntemebmen mnss, prüft man, ob dieser 
UMt die Summe der schon beim Quotienten lungesehriebenen 
2iffem übersteigt oder wenigstens ihr gleicb wird; [189] diese 
Ziffern smä dabei so zusammeusuaddiren, als wenn sie Einer 
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ausdrücken. Tritt diese Bedingung ein, so ist man sicher, dasd 
die im (Quotienten vorher hingeschriebene ZiÖ'er exact ist^**J. 

XXI. Hat man znr Bildung des designirten Divisors nur 
eine oder zwei oder allgemein eine recht kleine Anzahl von 
Ziffern bezeichnet, so wird die oben angegebene Bedingung 
nicht stets eintreten mftBaui; d. h. der Rest einer vorauf- 
gehenden Opei^tion wird nnter Umstinden kleiner als die 
Sonme der schon beim Quotienten hingeaduiebenen Ziffern 
sein können; dann wird die letste dieser Ziffern noch unsicher 
sein, und dies seigt an, dass num sor Bildung des designirten 
Divisors keine genügend grosse Anzahl von Ziffern genommen 
hat In diesem Falle wird man lunftehst mit der Anwendung 
der Yorauigehenden Begel fortfahren; man wird nämlich eine 
Ziffer des Dividendus hernnternehmen nnd die vorgeechriebene 
Correctur ansftihren. Kann dieselbe nicht mehr ausgeführt 
werden, so schliesst man. dass die im (^>U(»tienten hingeschrie- 
bene Ziffer zu gross ist: man musä sie daher um eine Einheit 
vermindern Kann aber die Correctur ausgeführt werden"";, 
so lüuimt man zu dem Resultat, das bei dieser letzten Snb- 
tr.'ietion erhalten wird, eine neue Ziffer flr- iMvideudus her- 
uüi« dies ergicbt einen neuen rartiaidi . iil^ ndus. (rleichzeitig 
bezeichne man eine Ziffer weiter ttei in ^chon designirtcji 
Divisor; dies ersieht einen neuen designirten Divisor. Nach 
der angegebenen Kegel geht man dann zur Correctur des 
neuen Partialdividendus tiber, d. h. man vergleicht die m 
schon beim Quotienten hingeschriebenen Ziffern mit einer 
gleichen Anzahl von m Ziffern, welche hinter drafi neuen de« 
signirten Divisor genommen werden. Hat man mittelst dieser 
Correctur den neuen Partialdivideudus gebildet^ so setst maa 
die Anwendung der gegenwärtigen Regel fort» indem man dan 
bei von dem neuen designirten Divisor Qebraneh macht. Maa 
kAnnte dann auch auf den ersten de^gnirten Divisor aurtick« 
gehen ; *llg^m^i» kann man im Verlauf der Operation die An- 
zahl der Ziffern, die beim Divisor desigmrt sind, willkttrlieh 
vermehren oder vermindern; es genügt dann gleichzeitig die 
Anzahl der Correcturen zu vermehren oder zu vermindern; 
diese Einzelheiten bieten sich von selbst dar. 

In der Praxis wird man erkennen, wie ungemein leicht 
die von uns beschriebene Operation, wenn sie ordnungsgemäss 
ausgeführt wini, i^. Das Resultat jeder Correctur kann man 
bloss aus dem Anblick der Zahlen bilden. ;i90] Schreibt 
man nämlich die m Ziffern des i^uotienten in umgekehrter 
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Keibenlulge auf ein separates Blatt und bringt sie mit den 
rechter Hand von dem designirten Divisor stehenden m Ziffern 
ilerartio^ in Verbindung, d.iss jeder Ziffer eine entspricht, so 
ist es leicht, die Summe der Producte der entsprechenden 
Ziffern zu addiren, ohne dasa man diese Partialproducte lun«> 
siiBQhreiben branoht £b genflgt allein, die Ziffern der Einer 
dieser Producte zusammenzuzählen, indem man von reohts nach 
links rechnet; dann addirt man, nseh rechts zurückgehend, * 
Dor diejenigen Ziffern dieser Producte, welche die Zehner ans- 
drttcken. 

Diese Bemerkung flshrt sn einem bemerkenswerthen SeUnss, 
nämlich, ans welcher Anzahl von Ziffern auch immer die Fao- 
toren gebildet sind, so kann man doch stets die MnlÜplication 
der zwei rorgelegten Factoren nur nach dem Anschanen ans- 
führen. Lauten z. B. die yorgelegten Factoren 234507 und 
8909876 und schreibt man dieselben auf zwei separate Blätter, 
so kann man aus dem l)losseu Anbliek dieser zwei Zahlen die 
Ziffern ihres Productes 2089962883(3'.)::^ der Reihe nach dik- 
tiren; dabei braucht mau keines dieser Partialproilucte, wie es 
die g-ewöhnliehe Regel erfordert, hinzuschreiben. 

Das Artikel XX beschriebene Verfahren der ict ui (liieten 
Division lässt die exacten Ziffern des Miotieuten mit bicher- 
heit erkennen; man wendet nur dann neue Ziffern des Divi- 
sors an, wenn ihre Einführung nöthig wird, um neue Theile 
des Quotienten zu linden. Diese Kegel hat den Vortheil, allen 
überfldssigen Rechnungen vorzubeugen und besonders so weit 
fortgesetzt werden zu können, als es nöthig ist, bis man die 
Anzalii der exacten Ziffern, weiche man erhalten will, gefunden 
Lat. Von diesem Verfahren soU man jedesmal Gebrauch 
nuusheiii wenn der Divisor eine grosse Anzahl von Ziffern 
enÜiftlt nnd es sich nnr um die Bestimmung einiger der ersten 
Ziffern des Quotienten handelt 

Wir könnten fftr die Bogel der geordneten Division sehr 
nfitalielie Anwendnngen vorfiShren; aber nnser Hanptzweok ist 
hier, die Berechnnng der Wurzeln der nnmerischen Gleichnngen 
m verrallstSndigen. Ich werde mich hier anch nicht mit dem 
Beweise dieser Regel be&ssen; es ist leicht, denselben zu er- 
eränzeii. Er besteht darin, die Ordnung der verschiedenen 
i^rocUiete mit Sorgfalt zu betrachten. Der Zweck jeder Cor- 
reetur ist dabei, vom Dividendus die Summe der Producte, 
(i* ren Ordnung dieselbe ist wie diejenige der Ziffer des Divi- 
deudoi^y welche soeben heiimtergenommen wurde, abzuziehen. 
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[19iJ Erstes Beispiel. 

Krftter Partialdividendne 1234; designirter Divisor 234. 

1234 ö'6'7'8 W7'3647 ^ ö'6'7'8'9'8'7'65 



1170 



686316(8j9 



645't64>o;dieZiffer6i»tgiit) 7 

25 =s ö * ö 



2.corrig.Partialdiv. 020 

468 



1Ö26' (152 > 5 -h 2; die Ziffer 2 ist gat) 
40 = 5. 64-2.5 



3. corrig. Fartialdiv. 1 48(> 

1404 



4. corrig. Fartialdiv. 



ö. corrig. l^artialdiv. 



6. corrig. Partisldiyid. 



7. corrig. Partiuldivid. 



8. corrig. Partialdivid. 



827' (82 > ö + 2 -h 6; die Ziffer 6 ist gut) 
77 = 5- 7-i-26-h6.ö 

750 

702 

488' 48 > 5 + 2 -f ü -i- 3 ; die Ziffer 3 ist gat) 
lUÖ = ö - 8-+-2 - 7 + 6.64-3.5 

383 
234 

14yy' [m >ö-|-24-6H-34-i;die Ziffer 1 

ist gut, 

126 «5 . 9 + 2 . 8 + 6- 7 + 3 -6 + 1 -5 

1373 
1170 

m»* (203 >5 + 2 + 6 + 3 + l + 5; die 

Ziffer 0 ist gut; 
Jö8 = ö -8+2.9 + 0. 8+3. 7+1.6+Ö-5 

1880 
1872 

87 ' (8 < 5 + 2 + G ; 5 + 1 + 5 + 8 ; d ie 

Ziffer 8 ist unsicher 

206 (diti (Jurrectur kauu nicht ausgeführt 
werden; 8 ist sn gross) 5 • 7 + 2 • 8 
+ 6. 9+3. 8+1.7+6. 6+8. ö. 

1638 (an die Steile roa 8 ist im Quotienten 

7 geschrieben 

2427' (242>ö + 2 + G + 3+l+5 + 7; 

die Ziffer 7 ist gutl 
201 = 5. 7 + 2-8 + 6. 9 + 3-8 + 1. 7 
+5-6 + 7.5 

2226 
2106 

120 (120>5 + 2 + 6 + 3 + l + 5 + 7 
+ 9; die Ziffer 9 ist gat,. 
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[198] Zweites Beispiel. 

Enter PartialdiTideiidiu 24; designlrter Divisor 9. 

24 6'8'3'5'7'9'24 9J'5 3 8^0 4^579 
18 2 5;^ 0 6 4 

(i(3' v6 > 2; die Ziffer 2 ist gut, 

14 = 2-7 

corr. Partialdivid. 52 

78' (7 = 2-1-5; die Ziffer 5 ist gutj 
46 = 2-5-i-ö.7 

3. corr. Partialdi V id. 33 

63' (6<2H-5-f 8; die Ziffer 3 ist unsiclier) 

52 = 2.3 + 5-5 + 3.7 

Neuer Partialdivid. 115' (da die Correctur ausgetüiirt werden kann, 

iät die Ziffer 3 gut; man uimmt sofort die 
folgende Zilfor 5 des Diridendns hinab 
und verwendet 97 als nenen designirten 
Divisor 
46=2.8 + 5>3 + 3tü 

Keaereoir.Psrtialdiv. 69 

_0 

697' ^ 
_61=2-6 + d-84-3.3 + 0.ö 

2. neaereorr.Partiiildiv. 636 

Ö82 

549' (04 > 24.5 + 3 + 0 + 6; die Ziffer 6 

ist gut] 

_92 = 2. 4 + 5. 6+3. 8 + 0-3 + 6. 5 

3. neuer corr. Partialdi V. 457 

388 

69(69>2+ö + 3 + 0 + 6+4; dieZiffer4 

ist gut,. 

[193] XXIL Die soeben für die Division der ZaMen vor^ 
gelegte Regel löst aneb die Gleichung zweiten Grades ^2); sie 
lässt sich auch allgemein auf die Entwicklung der Wurzel 
irgend einer Gleichung anwenden. Wir werden nur diesen 

Process der Rechnung angeben. 

Legt man die Gleichung zweiten Grades: 

765432X = 123456 
vor, so kann man sie in der Form: 
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765432 + X 

schreiben. Man dividire dann 123456 durch 765432 nach 
der Regel des Artikels XX; dabei kann mau 765 als desig- 
nirteu Divisor nehmen. Die erste Ziffer 1 des Quotienten 
drückt die Zehntel aus ; dauu liiidet mau 6, so dass der Werth 
dieses Quotienten x gleich 0.16 . . ist. Um den Nenner zu bilden, 
muss man aber zur Zalil 765432 den Quotienten x oder 0, 16 . . 
hinzufügen. Man schreibt daher die Ziffern 16 hinter den 
Divisor 765432 und setzt die Division fort. Jede der beim 
Divisor gefundenen neuen Ziffern wird an die Stelle, welche 
sie einnehmen muss, gesclirieben und wird im Verlaufe der 
Operation, vv ii die liegcl es erfordert, angewandt. Die Wurzel 
der Gleichung zweiten Grades ist, wie man sieht, der Quotient 
einer Division, deren Di^nsor varialn 1 ist. Da die Kegel des 
Artikels XX die Ziffern des Divisors nur der Reihe nach ver- 
wendet, so ist es nicht nöthig, sie alle beim Anfang der Upe- 
rntion zu kennen; es geuügt, dieselben der Reihe nach auf- 
ziitinden und jedesmal hinter dem Divisor die Ziffer, welche 
man beim Quotienten soeben gefunden hat, hinzuschreiben. 
Von der o'owöhnlichen Regel kann man diesen Gebrauch nicht 
machen, denn si^ setzt schon beim Beginn der Operation alle 
Ziffern des Divisors als bekannt voraus. 

Wir geben hier das Detail der Rechnung als diittes Bei- 
spiel für die geordnete Division. 

[104] 1234 5'6',0'0'0 W .... 765 4^32^1W2^ 

765 0,16128927 

4 

4691 
4590 

'1016' 
27 

989 

765 

2240' 

24 

2216 
löoO 

68t>0' 
24 

6836 
6120 

716 
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7160' O'O' 
62 

7108 
6885 

^2230' 
102 

2128 
1Ö80 

0980' 
67 

5913 
5355 

558 

XXin. Im voraufgeheiideii Beispiel ist der variable IHvir^or 
aus einer constanten Zahl, zu der man den Quotienten zu- 
addirt, gebildet. Dieser variable Theil könnte auch das 
Quadrat des Quotienten oder dieses Quadrat, dividirt durch 
eine gewisse Zahl, oder eine kleine Grösse^ die gleich einer 
gewissen FunctioB des Qaotieiiten ist, sein. Es genügt zu- 
nächst, die ersten ezaeten ZifiS&m des Quotienten zu kennen; 
[19d] dann bildet man successiv den variabeln Theil, welcher 
hinter den Divisor geschrieben werden muss. Hieraus folgt: 
die neaen Ziffern des Divisors sind bekannt, wenn ihre Ein- 
ftthrmig in die Bechnung, nm die durch die Regel ang^ebenen 
Gorrectionen auszuführen, nOthig wird. 8o gelangt man zu 
dem Ausdmck der Wurzeln von Gleichungen irgend welchen 
Grades oder sogar auch derjenigen Gleichnngen, die man trans- 
eendent genannt hat. Wie allgemein diese exegetische Methode 
auch ist, so verweilen wir doch nicht bei ihr; denn die Regeln, 
deren wir uns zur Bereebnnng der Wurzeln bedienen, sind 
rascher und leichter anwendbar. Diese Anwendung der ge- 
ordneten Division setzt YoranSi dass die Gleichung passend 
präparirt sei. In Wahrheit reduciren sich diese und die im 
Verlaufe der Operation nöthig werdenden Transformationen 
immer darauf, den Werth der Wurzel um eine sehr ange- 
näherte Grösse zu vermindern; hierzu gelangt man leicht ver- 
möge der in diesem Werke gegebenen Regeln. Denn kennt 
man zwei sehr nahe Grenzen, so ist es sehr einfach, die ersten 
Operationen fortzusetzen, indem man eine gleichmllssige Me- 
tiiode befolgt, um successiv alle Theile der Wurzeln zu finden. 
Wir haben uns in den voraufgehenden Artikeln nur voi^e- 
nommen, besondere Anwendungen der neuen Regel, welche 
wir fttr ^e numerische Division gegeben haben, vorzuführen. 
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In dieser Absiebt fügen wir das folgende Beispiel bei. 
Die vorgelegte Gleichung sei: 

x'-i-Uöx = 12; 

maa schreibt sie in der Form: 

Man dindirt daher \'2 durch 845 nach der Kegel der «geord- 
neten Division und schreibt dann hinter dem Divisor successiv 
die Ziftern, welche ihn vervollständigen müssen. Man miis:^ 
bemerken, dass diese Ziftern im Autaug der Operation uiclit 
bekannt sind; aber man tiudct sie successiv, indem mau deu 
WeHh des Quotienteu ins (Quadrat erhebt; man geht hierbei, 
wie folgt, vor. 

[196J Kennt man einige der ersten Zittern des Quotienten, 
so bestimme man die ersten Ziffern des Quadrates des Quo- 
tienten, indem man bei diesem Werthe des Quadrates nur die 
Ziffern, welche mit Sicherheit bekannt sind, beibehält; dies 
sind die exaeten Ziffern, welche successiv bei dem Divisor 
zugeschrieben werden müssen. 8o erhält man die Wurzel der 
Gleichung: 

ix^ + a46a; = 12, nämlich x 0,034782486 

Diese ilechnuugen sind in den t'olgenaeii iabellen dar- 
gestellt 

iäöTyu ü ü ü ü o'iy üBm y V2'0id S' .... 

aUU7Ö2586 

165Ü' 
0 

1650 
1380 

2700' 
0 

27a) 

2410 

2H47 
27ÜO 

^ 870' 
10 

860 

m 

170" 
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lYiXJÜ'ü' 
15 

168Ö 
1380 



3060' 
49 



3001 
27fiO 

2410' 
78 

28B2 
2070 

262 

[197] 34 
84 

136 

102 

0,001156 = (0,084)« 
68 

1 

0,Ü0122ö = iü,Ü35r'; also j»2 = 0,001 , . . gmt. 

1156 

238 
238 
49 

■ U,00i21)4UU = (0,0347.2. 
694 
1 

0,00121104 «(0,0848)2; aho ««=0,0012 ... gnt 

120409 
2776 
2776 

64_ 

0,0012096484 = (0,8478)2. 
6956 

1 

0,0012ia^l = (0,03479)«. 

12096484 

6956 
6956 
4 

'0.001209787524 = (0,034782:2. 
69564 
1^ 

0,001209807069 = (0,034783)2; also «8« 0,001209 . . . gut. 
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1209787524 
13»t2B 
199128 
16 



0,00ia0961534976 = (0,0847834)8. 
696648 



0,00120982230625 = (0,0347820:"^^ also ^ 0,0012098 . . . gat 

^198^ XXIV. Im Artikel XIX haben yyir diejenigen Fragen 
angegeben, welche man lösen mnss, um die Bereclmimg der 
Wunelii auf die einfachsten Prooease zn redadien, so dass 
man anf keinem küneren Wege rar inrkliehen Berechnniig 
der Wertke dieser Wurzeln gelangen kann. Die erste dieser 
Fngen ist rein arithmetisch; sie ist bereits dmeh die Eegel 
der geordneten DiTisicA gelöst Die zweite Frage, deren Ld- 
Bong sehr leicht ist, bestäit darin, die Beiechnnng der sncoes- 
UTen Sabstitiitionen derartig aniaerdnen, dasa keine «her- 
flüssige Operation anftritt Die dritte Frage yeriaagt, mit 
l^cherheit die Anzahl der exaeten ffiffem, welche eine jede 
nene Operation eigiebt, zu bestunmen. Wir werden jetzt 
zeigen^ wie die Rechnung geordnet werden mnas, am diesen 
Bedingungen Geniige zn leisten. 

Zuerst setzen \vir voraus^ dass man in die linke Seite fix) 
der vorgele^trii (ilrichunsr einen Xäheruügäwertb b der Wurzel 
X eingesetzt und die numerischen Werthe der Fiiuciiouen f{b)y 
f'lh)^ f",h\ . . f(*-Of/;i }>esiimmt hat. Dividirt man f[b) 
durch f'[h]^ so fiudet man einen neuen Theil ß der Wurzel; 
Tim die Annäherung fortzu^^etzen , muss man h -\- ß vd. die 
Functionen f[x), f"r\ f"r\ . . pm^i)(y.\ pingp^xen. Die 
Rec'buuug wäre offenbar schlecht augeordnet, wenn man die 
ganze Grösse b {i einsetzte, denn es würde dann nutzlos 
ein grosser TkeU der ▼oraa%ehenden Operationen wiederholt 
werden; man mnss sich daher nllein auf diejenigen Recli- 
nongen beschrinken, die nnTenneidUcIi sind^ nm sa den be- 
ruts gefnndenen Besultaten die Theiie hinzuz aU gen, wetehe 
ans der Addition des Gäedes ß henUhren. Hat man nnr eine 
sehr beachrinkte Annihening im Ange, so kam man diese 
Rednetion TemachlissSgen; will zsan aber eine sehr grosse 
Anzahl Ton ZÜfom der Wnrzd bertimmen, so eikeiuit man« 
wie sehr eine andere Form der Rechnnng vorzuielMn ist. 
Ans den Elementen der algebnuschen Bechnnng ist es leicht 

aek B essen, dass, nm fr -f ,y In die Functionen /"/•], f* x\ 
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/"'(«), f"'[-r)^ . . . einzusetzen, folgende Regel zu beobachten ist: 
Man schreibe die schon bekannten Werthe f[h)^ f'[b)y f'{h)^ 
., /•Wffc) in eine erste Reihe, setze den Brach ^ 

nnter jede der Functionen, welche der ersten f(b) folgen, und 
mnltiplicire diese Functionen mit diesem gemeinsamen Factor 
ß\ dies ergiebt die Glieder einer zweiten Reihe. 

[199] Man sehreibe ferner den Factor ß unter jedes der 
Glieder dieser zweiten Reihe, welche rechts vom ersten Gliede 
diesem folgen ; mnltiplicire mit dem gemeinsamen Factor ß 
und dividire jedes Product durch 2; dies ergiebt die Glieder 
einer dritten Reihe. 

Man schreibe alsdann ß unter alle Glieder, welche in der 
dritten Reihe rechts vom ersten Gliede diesem tblgen, mnltipli- 
cire mit dem Factor ß und diWdire durch 3. 

Auf diese Ait falure man fort, alle Glieder jeder Reihe — 
ausgenommen das erste links — mit ß zu multipliciren, und 
dividire alle Prodncte durch den Index, welcher den Rang 
dieser Reihe angiebt 

Nach diesen Operationen addire man alle ersten Glieder 
der verschiedenen Reihen fttr sich zusammen, man findet so 
fif) 4- ß)* Hierauf addire man alle zweiten Glieder der ver- 
schiedenen Reihen zusammen; die Summe ist f [h 4- ß). Dann 
fthrt man fort, die- Summe aller dritten, aller vierten Glieder 
der verscluedenen Reihen zu bilden, dies ergiebt f"^ -f- , 
f'"{h + ß)\ auf diese Art geht man weiter, bis man die 
numerischen Werthe aller Functionen fif> -f ß] , f'[b-\- ß}^ 
f'[b + ß)^ . . . kennt Hat man diese numerischen Werthe 
gebildet, so findet man einen neuen Theil / der Wurzel, in- 
dem man f[h + ß) durch f[h + ß) dividirt. Es bleibt noch 
zu bestimmen, wieviel exacte Ziffern diese Division ergeben 
muss, d. h. wieviel Deciraalstellen sicher der Wurzel ange- 
hören, weil sie zwei der Grenzen, deren Eig^enthümlichkeiten 
in den Artikeln XVI und XVII dargelegt wurden, gemein- 
sam sind. 

XXV. Nachdem man eine der G reuzen, z. Ii. die aus Nch- 
ton's Annäherung resultircnde, berechnet hat, könnte man die 
zweite Grenze, welche wir dieser ersten beizufügen vorge- 
schlagen haben und welche thatsächlich zur Definition der 
Annäheruno: nöthig ist, berechnen. Ist diese zweite Berech- 
nung ausgetuiirt, so würde man nur die den zwei Grenzen 
gemeinsamen Ziffern als exact beibehalten und den Bruch / 
huden, welcher zu ß hinzugefügt werden soll. Auf diese Art 
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aber wflrde man einen !_ni»sseii Theil der vorautgehenden 
numeribcheu Kechniing wiederholen; es gelingt, diese Operation 
auf ihre einfüchsie Form zurückzuführen, indem mau nur die 
iJitierenz zwischen der zweiten und ersten Grenze betrachtet. 
[200] Thatsäeiilich wurde ja im Artikel IX bewiesen, dass, 
wenn die erste Grenze bekannt ist, die zweite Grenze sofort 
gefunden werden kann. 

Mit a und h bezeichnen wir zwei erste Näherungswerthe ; 
a sei kleiner, h grösser als die Wurzel. Diese Werthe sollen 
nach Voraussetzung derartig sein, dass die vorgelegte Glei- 
chung f[x) = 0 zwischen den Grenz* ii a und b eine einzige 
Wurzel, die drei abgeleiteten Gleichungen f'{x) — 0, / "f:r^ ~ 0 
und f "(x) = 0 zwischen denselben Grenzen keine Wurzel 
besitzen^'*). Man erkennt, dass die zwei Zahlen a und b diese 
Bedingung erfilllen, falls man beim Vergleich der zwei Vor- 
zeichenreihen [a] und [b] findet, dass die den Functionen f'(x)^ 
f"{x) und f'"(x] entsprechenden Indices Null sind; d. h. falls 
die Reihe der Indices mit 0, 0, 0, 1 schliesst. Wären die 
jeder der Functionen f'(x}, / W» T 'W entsprechenden In- 
dices nicht gleich KnU, so müsste das Intervall der zwei 
ZaUen durch Einsetzung von Zwischenzahlen verengert wer- 
den; man gelangt bald dazn, zwei Grenzen a und b zu finden^ 
durch welche die fragliche Bedingung erfüllt wird. Wir be- 
trachten hier nicht die in Artikel XIV besprochenen beson- 
deren Fälle, in denen eine der Functionen f'(x)j fix), f"'(x) 
mit der vorgelegten Function einen gemeinsamen Factor haben 
Wörde. 

Dies vorausgesetzt, wfthle man von den zwei Grenzen a 
und b diejenige aus, welche, in die Functionen f{z) und f"{x) 
gesetzt, zwei Resultate von gleichem Vorzeichen ergiebl Wie 
im Artikel XVI bezeichnen wir mit ß die Grenze, am die es 
sich handelt; wir nannten diese Grenze ftnssere Grenze, sie 
entspricht dem Punkte der Gurve, durch welchen die Tan- 
gente gezogen werden mvss; a stellt die andere, die innere 
Grenze dar. Wie in Artikel XVI gezeigt ist, leitet man ans 
diesen ersten Werthen ß und a neue bessere Nfthenmgswerfhe fl^ 
und a' ab, zwischen denen auch die Wurzel liegt; sie lauten: 

^ ^ f'iß) ' nß) ' 

201] Bezeichnet man femer mit i die Differenz ß — a der 
^ei ersten Grenzen und mit t ' die Differenz ß* — a' der 
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neuen, besser angenäherten (irenzen, so wird die Differenz i' 
viel kleiner als i und zwisdieu diesen zwei Grössen besteht 
(Artikel IX) die Beiation: 

t = i* - • 

f"(a "'ß) stellt den Werth dar, welchen f''(x] annimmt, wenn 
man x einen gewissen Werth zwischen den bekannten Zahlen 
Cr nnd ß beilegt. Wäre die Differenz i nnendlldi klein, so 
wflrde ^e Differenz nnendlich Uein zweiter Ordnung; das 
VerhSltniss der Grösse % tarn Quadrat von i ist eme end- 
liche Grösse, die man bestimmen kann. Da in der That die 
Grenzen a und ß schliesslieb alle beide gleich der Abscisse 
des Schnitipnnktes, d. h. gleich der Wurzel Xy. werden, so 
wird der Ausdruck des Verhältnisses, um das es tdch handelt: 

2 fix} ' 

Je näher man die (Frenzen u und gebracht hat, desto 
mehr nähert sich das Verhältniss der Differenz / der zwei 
neuen Grenzen a' und ß' zu dem Quadrat der DiÜ'erenz i der 

fix) 

zwei ersten Grenzen a und ß dem Wertfae ~~r^ . so dass 

2/ [x]' 

das angegebene Verhältniss so wenig, wie man wili^ von dieser 
Grösse verschieden gemacht werden kann. 

rix) 

Der Werth der Grösse - J, \ , d. h. des äussersten Verhält- 

2f {x) 

nisses der zwd neuen Grenzen zu dem Quadrat der Differenz 
der voraufgehenden Grenzen, kann nicht exact bestimmt wer- 
den; denn er hingt von der unbekannten Wurzel x ab; aber 

ria-'ß] 

der Ausdruck ' giebt ein leichtes Mittel, die Grenzen 

2f'{ß] ^ ' 

zn erkennen, zwischen welchen dieses äusserste Verhältniss 
gelegen ist. Da man vorausgesetzt hat, dass die Gleichung 
f"'{x) = 0 zwischen den Grenzen a und ß keine Wurzel 
habe, so wird die Function /"M im Intervall dieser (iren- 
zen entweder beständig wachsen oder beständig abucliuien. 
Ebenso verhält es sich mit der 1 imction / ' denn die (Glei- 
chung f"{x] = 0 hat zwischen u und ß auch keine Wurzel. 
[202] Bezeichnet man daher mit f"{Ii) die grösste der zwei 
Grössen f"{a) und f '{ß}^ abgesehen vom Voizeichen, und mit 

Ofiiwald'« I^lusiker. 127. 13 
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f[a) die kleinste der Grössen f'iai und /'(/£?), abgesehen vom 
Yor^iclieuy so wird der C^uotieut: 

m 

2/-'(aj 
f"{x) 

nothweudig giösser als sein; allgemein wird dieser Quo- 

f"{a-"ß) 

tient immer grosser als ~^:^sr^ g^uis gleiohgttltig, wie 

die mit et'--;* ^tezeiehiiete Grösse, die immer zwischen a und 
ß liegt, beschaflen sein mn^. 

Aus (lern Vorstehenden erhellt, dass, wenn man vermöge 
der NälieruDsrswerthe u und deren Uitlereuz * ist, einen 
besseren ^äheruugswerth 

gebildet hat und zn diesem letzten Werth das Glied: 

hinzoftigt, man eine Grösse hinzugefügt hat, die, wenn man yom 
Yorzeiehen absieht, grösser als die Differenz der nenen Grenzen er' 
und ist Folglich ist man sicher, dass die gesuchte Wurzel 
zwischen den Grössen: 

nnd 

^ m 2'r{a) 

liegt; i bezeichnet die Differenz ß — a. Mit B wnrde die- 
jenige der Grössen und ß bezeichnet, welche bei der Ein- 
Setzung an Stelle Ton x der Function r{x)f abgesehen vom 
Vorzeichen, den grössien Werth giebt; mit a bezeichnen wir 
den Werth von a und ß^ welcher der Function f'(x}, abge- 
sehen vom Vorzeichen, den kleinsten WerA ertheilt. 

[803] XXVL Um aus dem ersten Ntiierungswerthe ß\ 
welcher der Abseisse Oß' (Fig. 14) entspricht, einen zweiten 
Nflhernngswerth abzuleiten, so dass die Wurzel nothweudig 
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twisolieii diesen zwei Werthen Hegt, köimte man an Stelle der 
swdton Grenze a\ welche der Absdase Oa' enfsprieht, die 
Grenze Os^ welebe dnrcli den Sehnitl|imikt der Seeante mn 

mit der Axe gegeben wird, betracbten. Die Abscisse Ox des 

Schnittpunktes der Curve liegt sicher zwischen den Abscissen 
und 0^/': da diese neuen Grenzen r euiger entfernt sind 
als die Grenzen Oa' und so würde dieses Veriaiiren den 




Fig. U. 



Vorlbeii haben, den Werth der Wurzel raaeber angenihert be- 
leebnen zu lassen. 

Die Differenz (i's zwischen dem ersten Kähernngzwerth nnd 
der Abseisse des 8ehnitt))unktes der Seoante findet man dnreh 
üieilnng des IntervaUez (welcbez oben mit i bezeichnet 
wnrde) in zwei den Ordinaten nß nnd ma proportionale Theile. 
Dtoae Ordinaton sind ihrer Gröese nach durch [{ß) and — f[a] 
bestismit; der erste Thell ß'a ist daher gleieh: 

Da dieser Ausdruck, wenn mau vom Vorzeichen absieht, 
Kleiner als • 

ist, so seUieaat mu, dass die Wuzel riehotieh EwtMheB den 
ST«i GiOaMii: 

^ rm 

ond 

13» 
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lie^. Obgleich aber diese neuen (irenzeu den Vortheil einer 
rascheren Annäherung bieten, ist der Gebrauch der vorauf- 
gehenden Grenzen leichter, und es ist vortheilhaft, sich ihrer 
bei der Berechnung der Wurzeln zu bedienen. Es bleibt nocl^ 
m zeigen ttbrig, wie man mittelat der Keaatnias der zweiten 
f( id^ flR] 

Grenze J — — t* ^ . , die Rechnung so anordnen kann: 

dftss m«n nnr exaete Ziffern, d. h. Ziffern, welche dem wahren 
Werthe der Wnizel aogeh(^ren, verwendet 

[204] XXVII. Ist die Differenz i der zwei ersten Nahe- 
rnngswerthe a nnd ß eine Decimaleinheit einer genügend 
hohen Ordnung, so ist die Differenz i' der nenen Nshemngs- 
werthe a' nnd im allgemeinen eine Decimaleinheit einer 
viel höheren Ordnung. Uebertrifit z. B. der Werth des Ooeflfi- 



eienten nicht die Einheit so ist die Differenz i' kleiner 

2f ia) • 

als das Quadrat ckr voraufgehenden Differenz i. Hieraus 
schliesät man, dass, wenn die letzte Deeimalziffer des Nähe- 
rungswerthes .i von der Ordnung n ist und man einen bes- 
seren Näherungswerth ß' bildet, indem man zu ß den Quo- 
tienten — ^rlr hinznaddirt, man die Exacflieit aller Decimal- 

zitifern des Eesultiites. welche der Decimalzifl'cr der Ordnung 
2n vorausgehen, sicher verbürgen kann. In der That, ,der 

Werth ^ — , welcher grösser als die Wurzel ist, würde 

kleiner als diese, wenn man i* oder eine Decimaleinheit 
der Ordnung 2it snbtrahirt. Bereclmet man den Quotienten 

f(fi) 

— . . so kann man alle Decimaizitfem bis zur Ordnung 

. / (/^; 

2n beibehalten; die folgenden Ziffern hat man nicht als filr 
die Wurzel wichtig zu betrachten; daher ist ihre Bestimmung 
unnGthig, und man hat die Division nur bis zu der Ziffer 

/ 1 \*" 

fprtzuKihren, welche mit l~l multiplicirt ist Jede Op^ 

raiion liefert, wie man sieht, für die gegebene Wurzel eine 
Anzahl von OecimalziÜ'ern , bei denen eine Ex&ctheit bis 
zu der doppelten Zahl der schon bekannten Decimalziffem ' 
herrscht. ' 

Ist der Werth des Coefddenten .( }, \ grdssw oder ideiner 
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als die Einheit, so ist die Anzahl der neuen exaeten Deci- 
malstellen, welche man mit Hülfe der Division von f{ß) durch 
f'{ß) erhält, kleiner oder gi-össer als die Anzahl der schon 
bekannten Decimalstellen. Um mit Sicherheit die Zififer des 
Quotienten zu bestimmen, bis zn welcher diese Division fort- 
gefölirt werden soll, kann folgende Regel angewandt werden: 
[206] Man sieht nach, welches der Bang der ersten Ziffer 

riB) 

des Quotienten ^J,, \ ist und bestimmt die auf diesen Werth 
des Quotienten sofort folgende höhere Deeimaleinheit. Hat 

riB] 

der Quotient \ ^ Ziffern z. B. 0,003, so würde mau 

'S/ Iß} 

0,01 als diese Deeimaleinheit nehmen; hätte derselbe Quo- 
tient als erste Zifter 3 im Range der Tausender, so Avürde man 
10000 zur Bestimmung der Deeimaleinheit nehmen. Dies voraus- 
gesetzt, sei l^-j die Deeimaleinheit, welche grösser ab der 
Weiih des fraglichen Qnotienteu ist ; der Exponent /; kann 
dabei positiv oder negativ sein. sei die Dedmaleinheit, 

welche gleich der Differenz i der zwei ersten mit a nnd (i 

f"(B) 

bezeichneten Grenzen ist. Da der Coefficient ' 1, \ kleiner 

1 1 \''" riB) i 1 v-"-*-*^" 

als . - 1 ist, so wird das Glied ' ' , \ kleiner als — 1 

\io/ W '10/ 

sein, l'iihrt man dann die Divison von /'(.> durch f{ß) aus, 
so muss mau bei der ZiÜer der Decimalorduuug 2n -j- k ein- 

halten. Fügt man nämlich den Quotienten — -)\ l zu dem schon 

bekannten Tlieil ß des Wnrzelwerthes hinzu, so erhält mim ein 
Resultat, weiches von dem ^yahl•en Werth der Wurzel um eine 
Grösse differirt, die kleiner als die Differenz der zwei Grössen 

ß ^ trfl^ * ~" iö** Diese Differenz, welche dnreh 
/ yß) t (p) 

V ~2f^Jß) 8^8*^^^ön wird, ist selbst, abgesehen vom Vorzeichen, 
ideiner als hr,) • | -^^ ; setzt man daher die durch — ~, , . 

yio; \io/ f ij) 

angege])enc Division bis zur Decimalziffer der Ordnuu^ 2 )i -\- k 
fort, so ist man sicher, dass der Fehler des erhaltenen Uesul- 
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tates kleiner als eine Decimaleinheit dieser Ordnimg ist Man 
hat nur noch aaf den Theil des Quotienten, welchen man vei^ 
nachlftssigt hat, Rflcksiebt m nehmen. 

XXVIII. E3 darf jetzt nicht übersehen werden, das^ die 
mit J bezeichnete Grenze, die zur Bildung eines besseren 
^Näherungswertiies verwendet wurde, indem man zu ^ den 

Quotienten — hinzafQgte, immer die sogenannte äussere 

Grenze ist, d. h. diejenige Grenze, welche bei ihrer Einsetaang 
in die Functionen f{x] und f"{x) zwei Resultate desselben 
Vorzeichens ergiebt. In den durch die Figg. 9 und 12 dar- 
gestellten Fällen entspricht diese Grenze ß dem Punkte b; in 
den durch die Figg. 10 und 11 dargestellten F&llen entspricht 
sie dem Punkte a, [806] Allein schon der Anblick der 
Figuren zeigt, dass man sich in allen Fällen vom Werthe der 
Wurzel entfernt, wenn man den Werth der Subtangente^ ab- 
gesehen Tom Vorzeichen, ein venig zn klein nimmt, und 
dass man sich ihm im Gegentheil nfthert, wenn man diesen 
Werth ein wenig zu stark nimmt Anders yerhielte es sich, 
wenn die Tangente in den Figg. 9 und 12 im Punkte m, 
und in den Figg. 10 nnd 11 im Pnnkte n constmirt w&re; 
man sollte dann im Gegentheil eher eine kleinere als eine 
grossere Zahl als den wsären Werth der Snbtangente nehmen. 
Wendet man aber die ftnssere Grenze (if welche man nach 
der oben ausgesprochenen Bedingung inmier leicht answShlen 
kann, an, so mnss man offenbar zur Bildung des nenen Nähe- 
rungswerthes ß' zn ß eine Grösse, welche eher tiber dem 

Werth des Quotienten — , welcher die Subtangente dar- 

f iß) 

stellt, als unter dem wahren Werthe dieses Quotienten liegt, 
hinzufügen. 

Hieraus folgt, dass, wenn man die durch — ange- 

f{ßl 

^ebene Division bis zur Ziffer der Decimalordnung 2 n -\- k 
(incl.) fortgesetzt hat, man die Ziffer der Ordnung 2n -\- 
bei der man stehen geblieben ist, dafür, dass man alle fol- 
genden Ziffern vernachlässigt, um eine Einheit erhöhen soIL 
Man fügt dann das auf diese Art erhaltene Resultat zur Grenze 
ß, indem man auf das Vorzeichen dieses Resultates Blicksicht 
nimmt; dann kennt man die neue bessere Grenze welche 
der Gegenstand der Untersuchung ist 
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Wir bemerken überdies, dass. wenn mim so diesen neuen 
besseren J^äherungswerth ^' bildet, d. h. im Verlaufe der 

dureli — angekflndigteit Diyi&ion bei der Decimalziffer 

der Onhiung: 2n k halt macht und diese Ziffer um die 
Kinheit vermehrt, man zu dem wahren Werth der Grösse 

ff — ' T^ifix ^iö*^ Grosse, welche nicht I— j und folglich 

' f'ici • • d] 

aueh sieht die Differenz ' , ' der zwei neuen Grenzen 

ttberschreitet, hinznfttgt. Daher diffeiirt die nene Grenze 
gewizB 7on der Wurzel nnr nm eine Grösse, welche kleiner 
ist als eine Deoimaleinheit der Ordnung 2 n 4- ^- [207] Aber 
diese Grenze ß' kann sieh grösser oder kleiner als die Wurzel 
ergeben f vas dnreh Einsetzen in die Function f(x) erkannt 
vird. Ist die Grenze ^'grösser als die Wurzel, so ziehe man 
von der letzten Decimalziffer eine. Einheit ab; dies ergiebt die 
zweite Grenze a'. Ist hingegen die Grenze ^ kleiner als die 
Wurzel, so bilde man die zweite Grenze, indem man zur 
letzten Decimalziffer die Einheit hinzufBgt. Auf diese Art ge- 
lingt es, zwei Zahlen zu finden, zwischen denen die Wurzel 
nothwendig liegt, und die nicht mehr voneinander als um eine 
Decimaleinheit der Ordnung 2n A; differiren. 

Will man die Annftherung weiter treiben, so operire man 
mit den zwei neuen, soeben erhaltenen Grenzen, wie man es 
mit den beiden vorigen Grenzen gethan hat. Man wähle die- 
jenige von ihnen aus, w^elche, in -die Functionen / ( / ; und f"[x) 
gesetzt, zwei 1 Resultate desselben Vorzeichens ergiebt; (i^ möge 
die Grenzte, um die es sich handelt, die Decimulorduung 
der letzten Z'fier dieser Grenze sein. Man berechne den C^uo- 

tienten — , welcher zu zugefügt werden mnss, um 

eine nene besser angenäherte Grenze bis zu der j ^ecinialslelle 
der Ordnung --h l\ find.) zu bilden; dann vermehre man 
diese Zifter um eine Einheit. So nimmt die Anzahl der 
exacten Decimalziflfern, welche man bei einer jeden neuen Ope- 
ration I i lialt, immer mehr zu. Bezeichnet n die Zahl der nr- 
^|)riin^lieli bekannten Deel mal zittern, d. h. ditleriren die gege))e- 
uen Grenzen a und ß nur um eine Decimaleinheit, die gleich 

voneinander, so ist die Zahl der exacten Decimalzifieru, 
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welche durch eine erste Operation bekannt wird, 2n + A?; 
diese Zahl wii*d nach einer zweiten OperAlio& 4n + ^k^ naeh 
einer dritten Sn+ Ik^ a. B. w. 

Der Ann&henmgsprocess be^imt nur dann einen re^el- 
mäBsigen nnd achneUen YerUnf zn liaben, wenn . 2n k 
gröBaer als n oder wenn — ist [908] Naohdem die 
Zahl ky welche der Exponent der Deeimaleinheit derjenigen 
Ordnung, welche nnmittelbar auf die erste Ziffer des Quotienten 

{ folgt, bestimmt worden, mnss man sich versieliem, ob 

die BedinjiULitr n ">> — k erfüllt ist. ist dies nicht der Fall, 
so sollen die i^i .iri beneu Grenzen a nnd b durch Substitution 
von zwischenliegeuden Zahlen näher aneinander gebracht wer- 
den, bis die Differenz dieser zwei Grenzen gleich wird, 

wobei n wenigstens gleich 1 — k ist. 

XXIX. Diese Betrachtungen führen zu der folgenden Regel: 
Sind zwei Grenzen a und 6 gegeben, zwischen denen eine 
einzige Wurzel der vorgelegten Gleichung f{x) = 0 liegt, wäh- 
rend die abgeleiteten Gleichungen f'{x)=0, f"(x) = 0, f'"(x) — 0 
zwischen diesen (Ireuzen keine Wurzeln haben, so handelt i-s 
sich daiLiiii, z\^ei müglichst nahe neue Greuztii, zwischen denen 
die Wurzel der \ orgelegteii Gleicliuü^ in gleicher Weise gelegen 
ist, zu erhalten. 

Man wählt die ihrem Zahlenwerthc nach grösste der zwei 
Grössen f"{a) und f"{b] nnd beginnt sie durch die ihrem 
Zahlen wertlie nach kleinste der zwei Grössen 2f'(a] und 2;" h\ 
zu dividiren; es o^enttgt, den Kang der ersten Zifter des Quo- 
tienten zu kennen und sich die Einheit derjenigen Decimal- 
ordnung, welche sofort grösser als dieser Quotient ist, m 

merken. Sei (-^-j diese Eiuheit. so kennt man die Zahl A* 

\10/ ' ' 

welche positiv oder negativ sein kann. 

(iö) Deeimaleinheit, welche wenigstens der Difl'e- 

renz der swei gegebenen Grenzen a und h gleich sei. Man 
prfife, ob die Zahl n wenigstens gleich 1-^k ist. Ist diese 
Bedingung nicht erfüllt, so muss man die Grenzen a nnd h 
durch Substitution von zwischenliegenden Zahlen näher bringen. 
Hat man erkannt, dass die Bedingung n ^ 1 — k oder 
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n > 1 — k erfüllt ist, so wähle man von den Grenzen a imd 
h diejenige aus, welche bei der Substitution in die Functionen 
f{x] nnd /*"(./•) zwei Resultate desselben Vorzeichens erg^iebt; 
es sei ri diese Grenze. Man dividirc dann nach der iiegel 
der geordneten Division f{ti] durch f'di], indem man diese 
Operation soweit fortfuhrt, bis die letzte beim (Quotienten ge- 
fundene Zifter von der Decimalordnung 2 n + /. ist. [209] Diese 
letzte Ziifer vermehre man um eine Einheit und addire den 
so erhaltenen Quotienten zur Grenze oder subtrahire ihn 
von dieser Grenze, je nachdem die Grössen flß) und f'{ß) 
von entgegengesetzten oder gleichen Vorzeichen sind. Die 
neue Grenze fi\ welche auf diese Art gebildet ist, kann 
grösser oder kleiner als der wahre Wertji der Wurzel sein, 
dies erkennt man leicht durch Einsetzung von fi' in f{x); 
aber dieser Werth differii-t immer von der Wurzel um eine 

Grosse, die kleiner als ist Vermindert oder vermehrt 

man folglich die letzte Ziffer von ß' um eine Einheit, so bildet 
man eine zweite Grenze; diese ist kleiner als die Wnrssel, 
wenn die soeben erhaltene Grenze grösser war, und 
^össer als die Wurzel, wenn die soeben erhaltene Grenze 
kleiner war. 

Dann verfahre man mit den neuen Grenzen ebenso, wie 
soeben mit den ersten gegebenen Grenzen a und b. Jede neue 
Operation ergiebt eine immer grössere . Anzahl von Ziffern, 
welche dem Werth der Wurzel angehören. Die Zahl exaeter 
Decimalzlffem, welche auf das Komma naeh der ersten, zweiten, 
dritten Operation folgen, steigt bis zn 2n + ib, An-^-Skf 
8n + 7A-, . . . Der Weg der Kechnung ist ein gesicherter 
und regelmässiger; er giebt zn keiner überflüssigen Recbnong 
Aniass, nnd man ist auch nie dem Umstände ausgesetzt, eine 
Ziffer zn bestimmen, die sieh nicht anf den wahren Werth der 
Wnrzel bezieht. 

Wir haben übrigens den Exponenten k als eine eonstante 
Zahl betraehiet Es kann bisweilen vorkommen, dass, wenn 
man seinen Werth von nenem mittelst besser angenäherter 
Grenzen, welche der Verlauf der Operation liefert, berechnet, 
man für diese Zahl k einen grösseren Werth als znerst findet; 
dies beschlennigt die Annäherang. 

XXX. Die vorstehenden Regeln wenden wir anf die Glei- 
chung: 

a:« — 2a- — 5 ==0W) 
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an. Die Fnnetioiienreihe lautet: 

fix) s=: j:» — 2.r — 5 
/•>) — 6aj 

rvi = 6. 

210] Setzt man zunächst die Zahlen, weiche um 10 fort- 
schreiten, ein, so findet man: 

(-1)... + - 4- - 

1 4 

«0.... - - - 

2 5 

to; + 0 - 

(>o;.,. + + - ^ 

(1) 4- 4- - 

;10) ... 4- + + +• 

Zwisehen — 1 und 0 werden zwei, zwist^n 1 und 10 
eine Wurzeln angezeigt. Man erkennt sofort, dass die zwei 
ersten Wurzeln imi^inär sind ; denn die Summe der Quotienten 

4 5 

+ o tibersteigt die Differenz 1 der beiden Grenzen. F0I9- 

lieh hat diese Gleichung eine emzigt; reelle, zwischen 1 und 
lU gelegene Wurzel. 

Um zwei Oieiizen, welche nur um eine Einheit in der 
(Jrdnung der letzten Ziffer voiieiiiaiHler verschieden sind, zu 
finden, äubstituire mau zwischeuliegeude Zahlen; mau tiudet: 

(2) H- + 4- - 

12 10 1 
0 0 0 1 

(3) 4- + 4- + 

IB 25 16. 

Die Wurzel liegt also zwischen 2 und 3; da die Keihe 
der ludices 0, 0. (), 1 lautet, so könnte man zui* Annftherang 
tibergeben. Dividirt man aber den grössten der Werthe von 
f"[xi^ welcher 18 ist, durch den kleinsten der Werthe von 
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1 8 

2 f'{x)j weleher 20 ist» so erhSlt nuui = 0,9 als Qtiotieii- 

öl/ * 

ten; die Deciniaieinheit rler Oiduiiiio', we[i lie der eräten Ziffer 
dieses Quotienten unmitkUiar \orausgeht, ist 1: mithin hat 
man k = 0. Da die Diü'erenz der zwei Grenzen, zwischen 
denen die AVnrzel liegt, auch gleich 1 ist, so hat man n — 0. 
[211] Folglich ist die Bedingung Jt — oder ^ 1 — A- nicht 
erfüllt; das zeigt an, dass die Grenzen 2 und 3 nicht nahe 
genng sind, um die Annäherung sofort beginnen zu können. 
Setzt man daher zwischenliegende Zahlen von der sofort fol- 
genden niedrigeren Decimalordnong ein, so kommt: 

rix), rix), fix], f{j^ 

(2.0) . . . + + + - 

12 10 1 

(2.1) . . . + + + + 

12,6 11,28 0,061. 

Die Wnrzei liegt also zwischen den Grenzen 2,0 und 2,1. 

,Die Differenz dieser Grenzen ist ; daher ist » = 1. Der 

grösste der Werthe von / "[^ ), dividirt durch den kleinsten der 

12 6 

Werthe von 2f'{x)j ist — ^^v— ^ 0,6 ... Da die Decimalein- 

heit, welche sofort auf die erste Zifl'er de» Quotienten folgt, 
gleich 1 ist, so haben wir, wie oben, k = 0. Die Bedingung 
u = 1 — k ist erfüllt; man kann daher zur Annäherung über- 
gehen, ohne die (irenzen noch mehr durch Substitutionen von 
neuen zwischenliegen den Zahlen verengern zu müssen. 

Die grösste Grenze 2,1 ist hier die äussere Grenze, welche 
mit ß bezeichnet wurde; denn dieser Werth ergiebt für die 
zwei Functionen ff:r] und f"[x] dieselben Vorzeichen +• l^^r 
erste ^äheruugswerth wird folglich gebildet, indem man von 

ß = 2,1 den Quotienten = abzieht; die Division 

ist dabei bis zu der Decimalziffer der Ordnung 2» -|- Ä, d. h. 
bis zu den Hundertstt hi fortzuführen; vor Ausführung der 8nb- 
traction mnss man die letzte Ziffer um eine Einheit vermehren. 
0,061 

Da man ^ _ = 0,00 . . . findet, so ist die von 2,1 abzu- 
ziehende Zahl 0,01; als erster Näher ungsw er th kommt 
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daher 2,09« Dieser Werth ist bis auf wenigstenB exaet; 

100 

bis jetzt aber weiss man nicht, ob er kleiner oder grösser als 
die Wurzel ist 

[212] Um dieses zu erkennen und die Annäbernng fortza- 
fahren, setze man, entsprechend der Kegel des Artikels XXTV, 
^,09 in die Fnnctionenreihe ein. Die folgende Tabelle bringt 
diese Rechnung: 

f{2) 
— 1 





r.2i 


r\2j 


10 


12 


6 


0,09 


0,09 


0,09 


0,90 


1,08 


0,54 
9 




9 




972 


4^ 




0,0186 


0,0343 




9 

2187 






0,000729. 



Hierans folgt: 

A2,09) = 0,90 /''12,Ü9; = lU /•"l2,09; = 1 2 /''"(2,09j = ti. 
46ti 1,08 0.54 

243 «12,54 

0,949329 = 11,1043 

— 1 

= — 0,000671. 

Da das Resultat der Substitution von 2,09 in f{x) negati? 
ist, so ist diese Grösse kleiner als der Wnrzelwerth, welcher 

zwischen den Grenzen 2,01) und 2,10 liegt. Da die Differenz 

1 / 1 \* 

dieser Grenzen oder L^l ist, so ist jet^ die Zahl n 

gleich 2 ; die folgende Annäherung kann also bis zur Deci- 
malziffer der Tierten Ordnung geführt werden. Man wird da- 

her die Division bis znr vierten Ziffer - incL, nach dem 

11)23 i 

Komma fortftlhren : dies ergiebt 0,0051 und durch Ycrmeh- 

mng der letzten Ziffer um eine Einheit 0,0055. Subtrahirt 

man dieses Resultat von 2,10, so ergiebt dies als zweiten 

Nahernngswerth 2,0945. Dieser Werth ist wenigstens bis 

auf ^^^^^ exact. 
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[213] Man weiss noch nicht, ob die Zahl 2,0945 kleiner 
oder grösser als die Wurzel ist. Die Substitution dieser Zahl 
in die Function f[x) und die abgeleiteten Fanctio;aen . vollzieh^ 
ttleh «uf folgende Art: 



/•(2,09: /•':2,()9; r(2,09) . /■'"(2,09) 

—0,060671 11,1043 12,54 6 

0,0045 Q,0045 BflfM 

555215 6270 90 

444172 5016 • 24 

0,04996035 0,056430 0,0270 

^45 ■ 45^ 

2821Ö0 1350 

^5720 1080 

. 2039350 12150 

0,0001269675 0,00006075 

45 

30375 



24300 
273375 
0,000000091125. 

Hieraus schliesst mau: 

f{2,mö} s= 0,04996935 

0,0O012H%75 
0,OOÜ OO(XA)1125 

• 0,050096!0862ö' 
— 0,050671 

= — 0,000574091370. 

/''i2,0945]= 11,1043 
0,056430 
0,00006075 
^ 11,16079075. 

r(2,094ö)«* 12,54 
' ■' , . CM)270 

12,5670. 

[214] Dil das Kesultat dieser Substitution in f(x) einen 
negativen Werth ergiebt, schliesst mau, dass die Zahl 2,0945 
kleiner als die Wurzel ibt; diese liegt daher zwischen den 
Grenzen 2,094ö und 2,0946. Die letztere dieser Zahlen ist 
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die sogenaimte ftwuiere Grenze, und folglich muss smr Fort- 
setsDQg dieser Operation die fragliehe Zahl in die vorgelegten 
Fnnetionen elngeseiEt werden. Man kann sieh aber von der 
Wiederholung der soeben ansgeftthrten Beehnong durch An- 
wendung der Formel: 

nß + *•) = m +im + 4 rw + rw +•■ 

befreien. 

Man leitet sofort aus den yoran^ehenden Resultaten ab; 

f{2flm] = ü,0ülll(H)79ü75 

62835 

1 

0,00111fil41911 
— 0,000574591370 



= 0,000541ö60ä36. 



/•'(2,0W6)= 11,16079070 

12Ö670 
3 



= 11,16204748. 



/"(2,0946i=: 12,6670 :i 

«_ 

t:^ 12,5676. 

r'iBfim) « 6. 

Da wir jetast n = ^ haben, so sollen wir bei der Berech- 

nnnff des Quotienten ' * sss — — die DiTiaiou 

bis zur achten Ziffer iucl. nacli dem Komma fortsetzen. Da 

der Werth dieses Quotienten 0,00004851 ist, so -svird man die 

Zahl 0,00004852 von der Grenze 2,0946 abziehen. Dies er- 
giebt als dritten Näherangswerth 2,09455148. 

[215] Die folgende Tabelle bietet die Berechnung der Sub- 
stitution dieses Wertbes in die vorgegebenen Fnnetionen: 
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/•(2,0945i /''(2,0945] 

0,000574091376 11,16079075 

0,00005148 

8928632600 
44G4316300 
1116079075 

5580395370 



f" 2,0946 
12.5f;7() 
0,0000 5148 

1005360 
502680 
125070 
(5283ri<) 



/•'"^2,094d) 
(') 

O.OQ00514 8 
24 



0,0005745575078100 0,000646949160 

_5148_ 

5175593280 
2ö87796«40 
(548949160 
32347458(X) 



30 

" 0,00030888 
5148 

247104 

12:^552 
30888 

_ 154440 

3330494275080 ~ \m)\\vl\ 

O.00Ü0000166Ö24713784O O,ÜÜ0Ü000079ö05712 

5148 

636045696 

318022848 
79505712 
397528500 



Hieraus Bcbliesst man: 

/•i2,094ö5148j = 



40929540537(5 
O.0O00000000OO1364318O1792. 



0,000574ö57r>078100 

1665247137840 

136431801792 



0,000074074160417810201792 

— 0,000074591375 

— 0;000000017214582189798208, 



^'(2,09465148) 



= 11,16079076 

646949160 
79605712 

= 11,1614877071106712,' 



r (2,09455148, = 



/■'"(2,094ööl48) 



12,5670 

30888 

12,56730888, 
6. 



[216] Da das Substitiitionsresultat f{x) einen negativen Werth 
ergiebt, so folgt, dass die eingesetzte Zahl kleiner als die Wurzel 
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ist; die Wurzel liegt aho zwischen den Zalüen 2,09455148 
und 2,0{U55149. 

Die Resultate der Substitution der letzteren dieser zwei 
Zahlen, welche mau. um die Anuäherung weiter fortzuführen, 
kennen muss, leiten sieh fast ohne Rechnung aus denjenigen 
her, welche aus dem bereits angewandten Verfahren soeben 
erhalten worden. Man hat: 

/':2,094d5149: ^ O,O000QO111614B77O711O6712 

628365444 
1 

0,000000111614377699471157 

0,000000017214582189798208 

s s 0,000000094399795509672949, 

/•'.2,094ööl49; = 11,1614377071105712 

1256730688 

3 

^ 11,1614378327836603, 

/ ':2,oy4ööl4y> ^ 12,5ö7:^8SK 

= ~i2,ö673Übü4, 
2,09455149}= 6. 

Die Zahl n ist jetzt gleich 8, daher muss die durch 

angdkfUidigte Division bis zur 16. Stelle incl. nach dem 

Komma foitgeführt werden. Da der Quotient dieser Division, 
den man leicht vermöge der Regel der geordneten Division 
erhält, 0,0000000084576734 ist, so wird man diese Zahl, 
nachdem man die letzte Ziffer um eine Einheit vermehrt hat, 
von dem vorangehenden Werthe abziehen; dies ergiebt als 
vierten Näherungswerth 2,0940514815423265; diese Zahl 
differirt um nicht mehr oder weniger von der Wurzel, als in 
einer Decimaleinheit der 16. Ordnnng. 

Bei dem gewählten Beispiel verdoppelt eine jede Operation 
die Anzahl der exacten Ziffern, welche auf das Komma folgen; 
[217] folglieh lehrt eine weitere Operation den Werth der 
Wurzel bis zur 32. Deeimalstelle kennen. Fährt man anf die- 
selbe Art zu operiren fort, so ist die Substitatlon des icoraiif- 
gehenden Werthes leieht und eigiebt folgende Resultate; 
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f[x) = --0,(X)0(X)OaX)()()()()0102107496(M4367984r>432iy^^ 
f'{x) = ll,U)143772649846472G-1456330978067ö 
f'[x)^ 12,5673088892539590. 

Da der für f(x) gefimdene Werth negativ ist, so kündigt 
dies aB, dass die eingesetzte Zahl Meiner als die Wurzel ist; 
diese Zahl bildet daher die untere Grenze, die obere Grenze 
ist 2,0945514810423266. Die ReBultate der Substitution 
dieser letzteren Zahl ergeben sich sofort ans den vorangehen- 
den; sie sind: 

f{x) = 0,0000000000(X)000096068B122066666900486m7018^ 
f'T^i = 11,161437726493466963176^202^68 
f"[x) = 12,6678088892039596. 

Man wird daher f[x) durch f'[x) dividiren und die Division 
bis zur 32. ZijOTer (incl.) nach dem Komma fortsetzen; dies 
ergiebt als Quotienten 

0,00000000000000000851761345942069. 

Fügt man zu der letzten Ziffer dieser Zahl die Einheit hinzu 
und snbtrahirt sie darauf vom voranfgehenden Werth, so 
kommt als ftlnfter Näherungswerth 

2,()945äl481542326591482380o4()57930. 

Die letzte Ziffer dieses Werthes ist exact, d. h. man würde 
sich vom wahren Werthe der Wurzel entfernen, wenn man 
diese Ziffer um 1 vermehren oder vermindern würde; wollte 
man aber die Division fortsetzen, so würden die auf die 
32. Stelle fönenden Ziffern nieht mehr der Wurzel ange- 
hören. 

XXXI. Im Artikel VI und den folgenden haben wir die 
Eigenthflmliehkeiten der Annäherung erster Ordnung kennen 
gelernt, d. h. derjenigen, welehe aus der ForÜassung der 
Terme resultirt, die höhere Potenzen der Unbekannten als die 
erste enthalten. [818] Mehrere Analysten haben die Annähe* 
rung zweiter Ordnung, welehe viel convergenter ist, betraohtet 
und haben vorgeschlagen , sie bei Beredinnng der Wurzeln 
ananwenden. Das Verfahren kann in einer grossen Anzahl 
von Fällen mk Yorthett Terwandt werden, aber es blieben 
noch wesentliche Schwierigkeiten, welche auch die Nmtov^w^^ 
Annähemng darbot, sn beseitigen. Sie bestehen darin, mit Sicher- 
heit die imaginären Wm'zeln zu unterscheiden, die Rechnung durch 
Bestimmung einer zweiten Grenze exact anzuordnen und die 
Oonvergenz der Annäherung zu messen. In den folgenden 

Ortmld*! KlMnkw. 127. 14 
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Artikeln werde ich die Principien, welche zur L(toimg dieser 
Frage dienen^ augeinandersetzen. 

Um die Unsicherheit, welche aus der l'ortkibbung der 
Glieder höherer Ordnung hervorgeht, zu vermeiden, haben wir 
in die Kechnung den Aiiöilruck zweier Grenzen, zwiaciicu 
denen die Wurzel immer liegt, eingeföhrt. Ohne die Einzel- 
heiteuj welche wir bei der Behandlang der linearen An- 
näherung angaben, zu wiederholen, werden wir von dem- 
selben Princip Gebrauch machen; denn, nachdem man die 
strenge Exactheit der Sätze dieser Art gezeigt hat, ist es von 
grosser Wichtigkeit, die ganze Einfachheit der Difierential- 
rechnong beiznbehalten. 




Fig. 15. 

Unter diesem Geöiehtspuukte prüfen wir zunächst die fol- 
gende Frage, welche sich auf die Annäherung ersten Grades 
bezieht. 

Der Bogen mxn (Fi?. 15) gehört einer Curve an, deren 
Ortlinate fT\ ist; die Abscisse 0./' des Schnittpunktes ist der 
Werth einer Wurzel (Um- (ileichung f[x] — 0. Denken wir 
uns von dem Schnittpunkte ./ auf der Abscisseiiaxe nach links 
hin eine sehr kleine (irösse xa^ die wir mit v) bezeichnen, 
abgetragen. Im Punkte a errichte man die Ordinate am\ 
dnrch den Funkt m ziehe man zwei Linien w/u, mv. Die 
erste ist die Tangente des Bogens im Punkte m, die 
'*eite mv iat der Oeraden tx^^ welche den Bogen im Punkte 
berührt, parallel. So bildet aum anf der Axe ein Intervall 
welches viel kleiner wire, wenn das erste Intervall asa 
bst einen viel kleineren Werki erhalten hätte« Es handelt 
;h danun, die Relaticii kennen an lernen, weiche awisohen 
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diesem ersten Intervall xa^ das man als willkürlich betrachten 
kann, und dem Intervall ^er, welohes nach der beschriebenen 
Construction daraus helgeleitet wurde, besteht. [219] Man 
sucht hier die äusserste Relation, welche zwischen den Inter- 
vallen ax und fiv besteht, d. h. man setzt voraus, dass das fiiit 
uj bezeichnete Anfangsintervall ax beständig kleiner wird nnd 
die Null zur Grenze hat, es wird z. B. der Reihe nach cci, 

^ CO, — CO, . . . Es handelt sich darum, die entsprechendeu 

Werthe von tsl bestimmen nnd zu erschliessen, was aus 
dem YerhftltiiiBS von ^iv zu ax wird, wenn fiv seine Grenze 
Nnll erreleht. 

Die so deutlich gestellte Frage ist leicht zn IdBen. Be- 
zeichnet man mit x den Werth der Abseisse Ox und mit co 
das Intervall xa^ so sieht man, dass die Ordinate am gleich 

fix — m] ist Die Snbtangento au ist sr» — -J^ ^ ; der 

^ f \x — co) 

Werth der Geraden a*/ ist — ^ , . ' ; folglich ist die Länge 
des, Intervalls 

oder 

Man mnss nur noch co als eine unendlich kleine Grösse 
voraussetzen. f[x — co) ist der Werth von f(x) vermin fint 
um sein Differential dxf'(x); f(x) ist nach Voraussetzung Null, 
denn x ist die Abacisse eines Schnittpunktes; daher ist im 
Ausdrucke von fip der erste Factor. /"(a; — ta) gleich — dxf(x). 

Der zweite Factor ist das Diüerential von -ttt-t, wobei mau 

/ (^) 

dx als negativ voraussetzt. Dieser zweite Factor ist daher 

^^'Tj^rH\i' Mithin ist der Werth von uvx 

Es iäi klar, dasä man dieses Resultat auch liudet, wenn 

14* 
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man den Ausdruck nach Potenzen von tu entwickelt und da- 
bei höhere Potenzen fortlässt. 

Ans diesem Werth der unendlich kleinen OeraVlen n r er- 
kennt man, dass dieses Intervall nnverglcichlicli kleiner als 
das Intervall tu wird; es ist gleich dem Quadrat von u} muiti- 

f'ix) 

plieirt mit dem Quotienten — ttt-/ , also einer endlichen Grösse, 

/ (^) 

welche das Verhältniss der zwei Fluxionen f"[x) nnd — f[x) 
im Schnittpunkte x ausdrückt nnd von der Form der Gnrve 
in diesem Punkte abhängt. 

[220] XXXII. Beti-achten vir das Intervall cj, welehes die 
Differenz zwischen dem Nähemngswerthe Oa nnd dem exaoten 
Werthe Qx ist, als einen ersten Fehler. Zieht man die Tan- 
gente m/u, 80 bestimmt man einen besseren Nfihemngswerth 
für den Punkt x\ fttgt man zu der Abscisse Oa die Sab- 
tangente apL hinzu, um einen neuen Werth O/i der Abscisse 
zn bilden, so sieht man, dass der ttbrig bleibende Fehler 
kleiner als der vorige ax geworden ist Sei ta* dieser nene 

Fehler, so schUesst nuu. aus dem Werth _ für 

die Subtangente, dass 

/ (a; — w) 

Wird. 

Entwickelt man nach Potenzen von lo und Insst die höheren 
Glieder fort oder wendet man, was dasselbe ist, die Biffe- 
rentialausdrücke an, so hat man; 

r{x)-iof"{x)+-.. 

Lässt man das Glied f{»), welches nach Vonrnssetmiig 
Kall ist, fort, so findet man: 

„, _ „ , -wf'{x)+io,Y'{x) + '-- 
oder, d» a dne nnendlidi klöne C^ösae ist: 



Cd 



flo verringert sieh der Fehler o», der als sehr kldn vor- 
ausgesetzt wurde, sehr admell; er wird gleich dem Quadrat 
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des forliergeheudea J^'ehieiä mnlüplieut mit einer bestimmtexi 

1 rix) 

nd emiBtuitoii GrMe, nSaifieli — , also einem end- 

2 f [x] 

Heben Werthe, der »oh auf den Punkt x des Bogens 
boielit 

IXe BelatioQ w' = Tr^j) t drückt, wie wir geesct 

2 f [x] ' 

haben, die Endrelation zwischen einem Fehler nnd dem foK 

i'tnden ans. Diese Bedinjcun^ besteht im Schnittpunkte./- stren^^; 
d.h. sie lehrt die Endcon vergenz der linearen Aiiiiäheiun^ 
kennen. 221] Diese Keaultate haben wir schon'''') bewiesen; 
jetzt wolif n wir diese Betrachtungen auf die parabolische Be- 
rährong der Curven ansdehnen. 

XXXin. Sei Oa (Fig. 10) ein erster Nähemnsrswerth der 
ibsoase Ox eines Scbnit^unktes. Der Bogen mxn gehört 



\ 

R 



5:: 




Flg. 16. 



^iner Onrve an, deren Ordinate dnrck f{x) ansgedrtlckt ist. 
ißt a beseioluien wir den Nttheningswertih Oa, ndt den 
^inieAen Werth Ca;. Bei x = a+ so dass e der Fehler 
«nter Anniherang ist nnd man f{a -f- £) =s 0 hat. Wir ent- 

Tickeln diesen Ausdruck , indem wir die Glieder, bei denen 
>*here Potenzen von e als die zweite auftreten, vemach- 
^iääigen^ zur Bestimm Uli von i hat man dann die Gleichung: 

, fa, f'a sind bekannte Coef&cienten. LOst man diese 
vfekilmiig: 

f a f a 
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anf, 80 findet man : 

Seien o) der Fehler des ersten Nälirrungswerthes a uüd (ü' 
der Fehler des liesseren Näherungswei t lies, der gefunden wird, 
indem man zur Grösse a die soeben bestimmte Wurzel e hin- 
zufügt^ so hat man r = a + w und x =z a f -\- w' . Da- 
her ist of' = (0 — t. Es gilt nun das äusserste Verhältniss 
zwischen lo uud w' zu finden; man gelangt hierzu auf fol- 
gende Art. Man bestimmt f vermöge der vorstehenden Olei- 
chung, indem man a durch a< inen Werth ./ — co ersetzt; dann 
setzt man voraua, dass o) unendlich klein ist Aul' diese Art 
findet man: 

io r(x^ta) + fix- fti) =F { [f{x-<a )T - 2f{x-ia} > f{x-ia)}^ ^ 

f"[x - lo) 

Da io unendlich klein ist, so -wird man nur das erste Glied 
deB ReanltateB beibehalten. Man erkennt nun, dass im Zähler, 
wenn man dem Kadical das Vorzeichen — beilegt, nur mit 
io^ multiplicirte Glieder bleiben; alle Potenzen von w, die 
niedriger als die dritte sind, verschwinden. [932] Der Nenner 
f"(x — cüj reducirt sieh auf f'[x) , wenn fa nnendlich klein 
ist. Es erttbrigt also nnr, noch den Zähler zu bUden. Die 
Rechnong ist folgende: 

Entwickelt man im ersten Theil (af"(x — to) + f[x — w) 
nach Potenzen von o», behält dabei nnr noch die dritte Potenz 
bei und lässt die Variable x unter dem Fonctlonszeichen fort, 
80 findet man: 

Im Prodnct f(x — w) • f"{x — w), welcheB nnter dem Wurzel- 
zeichen anfbritt , redncirt {dch der Factor fix — w) anf 

— + -5-/ — irsf t i** VoranBBCtzung 

Kuli. Maclit man in dem Ausdruck für das rroduct bei 
(t>' halt, so hat man an die Stelle des zweiten Factors 

f{x — w) die Grösse f — lof" 4- —p"^ zu schreiben. Das 

dt 

«!|suchte Product /*(« — ia) • — w) wird daher: 
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♦ 

Das Quadni toh f'{x — w) oder von 

ist ' ^' ^ 2' 2 3' 

r^2wf' r + (r* + r r") — irr 4- i/" r^""]- 

Daher wird die mit dem Exponenten ^ versehene Grösse: 

Erhebt man diesen Amdroek zur Patenz , so findet man, 
wenn dem Kadieal das Voneiehen — beigelegt wird: 

oder: 

- r + «H/"" - (,-3 ^ + 1 )] ■ 

[SS8J FOgt man den entoa Tk^' des Aiudmeks fhr t»' 
läaxa, so hst man: 

dieses sehr einfache Resultat giebt das Maass der schliess- 
lichen Convergenz für die Annäherung zweiter Ordnung. Der 
Fehler nimmt sehr rasch ab; ^ein Werth ist das Prodnot 
des Cnbns des Yoraii%ehenden Fehlers in einen constanten 
Ooefißeienten. Die exacte Anzahl der Decimalziffem wird, all- 
gemein gesprochen, durch jede neue Operation verdreifacht 

1 r'x 

Der constante Coefficient ist gleich — ^ — ; sein Werth 

hängt von der Form der Cnrve im Schnittpunkte ab. 

XXXIV. IMese Sätze lassen sich auf die Annäherung jeden 
Grades ausdehnen. Um das allgemeine Resultat zu finden, 
habe ich eine andere Art der Berechnung, über die ich jetzt 
berichten wül, angewandt 

Bezeiolmet man den ersten Käherungswerth mit a und 
drttekt e den Fehler dieser Bestinmiung ans, so hat man: 
X zss£ a -i- € und f{a -f- ej s 0. Man entwickelt diesen Aus- 
druck und lässt Äe Potenzen von welche hoher als die 
erste, zweite, dritte Potenz u. s. w. suid, fort, je nachdem man 
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sich auf die Vnnäherung; ersten, zweiten oder diittüa Grades 
u. 8. %v. licöcliiiiuken will. Betrachten wir diesen letzten Fall; 
die Gltiichung, welche zur Bestimmung von e dient, lautet 
dann: 

fa+Bf'a + -^ra + j*^r"'*='0. (e) 

Diese Gleichung ist nur eine augenäherte; der Werth, den sie 
für e liefert, ist offenbar unvollständig. Ftlgt nmn ihn daher 
zur Grösse a hinzu, so findet man die Wurzel x nicht genau; 
sie wird dann von diesem Werthe um einen neuen Fehler, 
welcher viel kleiner als der erste ist, differiren ; es liaudelt 
sich darum, die Endrelalion. welche zwischen einem Fehler 
und dem ihm foljsrenden besteht, zu tiiiden. Die Gleichung 
/"(a -f- f) = 0 würde nur dann besteh eji, wenn der Werth e 
durch die vollständige, nicht durcli eine angenäherte Gleiclm]]^ 
bestimmt wäre. Sei w der genaue Werth für f, so dass man 
X = a -\- ü) und f{a -j- — 0 hat; sei der Felder, welcher 
den früheren w ersetzt, und welelier daraus entspringt, dass 
man eben nur einen angenäherten Werth s berechnet, so 
hat mau /• = a + 6 + co'; |224! dabei ist der Werth e 
die Wurzel der angenäherten Gleiclnuig (e). Mithin ist: 
fo' -j- ^ — w = 0 und n — T — w. Jetzt werden wir in die 
Gleichung (e) für a seinen Werth x — lo und für b seinen 
Werth Cü — lo' setzen, dann hat man eine Gleichung zwischen 
(ci und w'. Aus dieser Gleichung muss man den Werth von 
10% ausgedrückt durch c^, herleiten und dabei voraussetzen, 
dass 10 unendlich klein ist So erkennt man die gesuchte 
Endrelation zwischen den zwei aufeinanderfolgenden Fehlem 
ta und co'. Die Gleichung (e) wird: 

f(x - cj) 4- (w — Lo'] f'{x —u,) + { [to - lo'Y f\x — (U) + 

Wie wir s^on sagten, mnss man aus dieser Gleichung 
den Werth von ia' entnehmen und schliesslich als unend- 
lich klein voraussetzen. Soll diese Untersuchung allgemein 
sein, so muss eine Gleichung irgend eines Grades, bei der lo 
die Unbekannte ist, betrachtet werden. Zunächst bemerkt 
man, dass die Gleichung (E) mehrere Wertiie für ia' ergiebt, 
und zwar deswegen weil sieh die Beehnung bisher auf aUe 
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Wer&e yon x bezieht und nicht nur auf den, der dem an- 
genäherten Werthe a am« näehBten liegt. Die Woizel (x)\ 
weliOhe der specielle Gegenstand der Untersuchung ist, wllrde, 
wenn m Null wäre, auch Null werden; durch dieses Merkmal 
wild nns diejenige Wurzel, die vaiUx den durch die Glei- 
elning (£} gegebenen Wurzeln sn wählen ist, gekennieiehnet 
Man entwickle die Unke Seite dieser Gleiehnng nach 
Potenzen von oi' nad ordne Jeden OoefBeienten einer Potenz 
von nach wachsenden Potenzen yon ta. Dann gewinnt man 
eine Gleichung dieser Form: 

Bj öf D sind Ck)el&oienien, die nach steigenden Potenzen 
von o) geordnet sind; diese Gleichung könnte von iigend einem 
Grade in (o' sdn. Dies vorausgesetzt, betrachten wir w wie 
eine bekannte Grösse nnd die Gleichung (F) als Buchstaben- 
gleiehnng. [225] Wir machen dann von der Methode Ge- 
branch, welche die einem unendlich kleinen Werthe von oi 
entsprediende Wurzel (a' eigiebt; unter diesen Werthen von 
Qi' mflssen wir den wählen, welcher am klemsten wurd, wenn 
Cd unendlich klein wird. Wir werden also als gesuchten Werth 
von a/ unter den nach steigenden Potenzen von ca entwickelten 
Wnrzeln ta' diejenige nehmen, welche m ihrem ersten Terme 
die höchste Potenz von lo enthält. 

Der Term D, welcher in der Gleichung (Fj oi' nicht ent- 
hält, ist augenscheinlich: 

entwickelt man und lässt x unter dem Fnnctionszcichen fort, 
so hat man: 

D = f^ a,r^-r^ r -h f 
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Der Wertli \on fx ist nach Voraussetzung Null, nach ge- 
höriger Heductiou ündet mau: 

Die Coefiicienten C\ B, A, welche in der Gleiefamig (F) ant- 
treten, redneireA eich nicht derartig. Der Werth Ten 0^ dem 
Goeffieieiitea lu' in der GleiehoBg (F), leutet: 

r= ^ f{x-io] - i . 2 w w) - -V 3 (ti* /•'" - et)) - etc. 

Die anderen Coefficienten Ä sind ebenso aus vcräckiedenen 
Potenzen von lo gebildet und enthalten ein jeder auch einen 
Term ohne o). 

Man muss jetzt auf die Glei''hiiüg (F) die nllgeraeine Kegel 
anwenden, welche dazu dient, die ^YTlrzeln der Unbekannten 
('i'. wenn man sie nach steigenden Potenzen eines gewählten 
Buehstaheu, weleher hier cj ist, geordnet hat, zu bestimmen. 
226] Da die Coetticienten C sämmtlich einen Term ent- 

halten, bei dem ta sich in der Potenz 0 befindet, so hat mau 

0 =: Au)'' -f Bio^ + ÖOi' + D 

and erkennt dnreh Yergleich dieser Coefficienten, dass nnter 
den nneh stdgenden Potenzen ron entwickelten Wnneln m* 
diejemge, welche in ihrem ersten Glied den höchsten Expo- 
nenten von CO enfhllt, durch die Thdlgleiohnng: 

gegeben wird; entsprechend der angefilhrten Regel mnss man 
G nnd D tad ihre ersten Glieder, welche der Ordnung der 
steigenden Potenzen von (a entsprechen, rednciren. üm die 
gesnehte Wnizel ta' za bestimmen, hat man daher die sehr 
einfache Theügldchnng: 

' 2.3-4' ' 

diese ergiebt: 

Ol« /-^y 

^ 2.34/"' 

Dieses Besnltat ist analog denen, die wir in den Artikeln 
XXXn und XXXm durch einen ganz anderen Ftoeees, der 
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feich nämlieh niif die wirkliche AuflÖsunpr fler Gleichungen des 
ersten und zweiten Grades stützte, gefunden haben. Man sieht, 
dass die Methode der Anflösung der Buchstabengleichungen 
hier die besonderen Formeln, welche die Wurzeln der Glei- 
chungen durch Kadic&ie ausdrücken wtirden, ergänzt. 

Wendet man die vorstehende Analyse auf die Annäherung 
vierter Ordnung , d. h. diejenige, welche aus der Vemach* 
Iflsaignng von höheren als vierten Potenzen reanltirt, an, so 
bildet man die Gleichung: 

0 = /(ä — (ü) + (w — w') f'{jc — w; + i (w — w7 wj + 

i227] Man lr»st dann diese Gleichung nach der allgemeinen 
Methode, welche die einem unendlich kleinen vj entsprechen- 
den Werthe von lo kennen lehrt ; zur Bestimmung derjenigen 
Wurzel, deren erstes Glied die höchste Potenz von w enthält, 
ündet mau die Theügleichung ; 

Mithin ist die Kndconvergenz der Annäherung vierter Ord- 
nung derartig, dass jeder Fehler oj' gleich dem in die fünfte 
Totenz erhobenen vorauigchenden Fehler, multiplicirt mit dem 

1 f^x 

consianten Factor — - o ^ ^ i»*- 

Das Gesetz, nach dem diese Resultate anfeinanderfolgen, 
ist klar; auf diese Art erkennt man die allgemeinen Eigen* 
Schäften der Annähemng irgend eines' Grades. Im übrigen 
haben diese Betrachtungen nicht die numerische Berechnung 
der Wurzeln zum Gegenstand; die speeiellen, von uns in den 
vorhergehenden Artikeln gegebenen Regeln lassen bezfiglich 
der Leichtigkeit der Operationen nichts zu wünschen übrig. 
Aber es war wichtig, die ganze Ausdehnungsllftbigkeit dieser 
Theorie der Annäherungen zu zeigen. 

XXXY. Die Schwierigkeit, den Fall der zwei imaginären 
Wurzeln von dem der zwei reellen Wurzeln zu unterscheiden, 
ist der wichtigste Punkt der Gl^chungstheorie; er erfordert 
eine eigenthllmliche Methode, die auf der Berechnung der 
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Grenzen, zwischen denen die Wurzeln liegen, basirt. Die 
Untersuchungen von Roüe'^^)^ sowie die von de Otia^^) habeu 
nicht zur numerischen Auflösung der Gleichungrcn geftihrt; 
denn ihnen felilte ein specielles Criterium zur Untei-scheidung 
der imaginären Wurzein. Die Aufsteilung der Gleichung für 
die Quadrate der Differenzen hat diese besondere Bchwierig- 
Tceit zum ersten Male geliolien; aber man hat schon lange be- 
merkt, dass die Losung eine rein tlieoretische ist: die Ver- 
suche, welelie mnn zu ihrer Vervollständigung anwaudtr, sind 
fast ganz unfruchtbar gewesen. Daher war es nötlüg, die 
Frage auf eine ganz andere Art zu behandeln; wir haben be- 
wiesen, dass sie eine nicht weniger exacte Lösung von un- 
vergleichlich einfacherer Anwendbarkeit zulässt. Es ist aber 
wichtig^ die Fnndamentalfrage von verschiedenen Gesichts- 
punkten aus zu betrachteo; [228] denn sie bietet sich auch in 
den Untersuchungen, welche die krummen Oberflächen be- 
treffen, sowie in der allgemeinen Theorie der Gleichungen dar. 
In den folgenden Artikeln geben wir die allgemeinen Principien^ 
welche dazu dienen, sie auf verschiedene Arten anfzulösen. 

Es seien F{x) und f{x) zwei algebraische Funetionen. deren 
Goefficienten gegebene Zahlen sind. Man sei ferner durch An- 
Wendung der im Vorbeigehenden dargelegten Methoden dazu 
gelangt, zwei Grenzen a und b zu ßnden, zwischen denen die 
Gleichung F{x) = 0 eine einzige Wurzel, die w^u* mit er be- 
zeichnen, habe; es handelt sich dann darum, das Yorzeieben 
des Resultates zu kennen, w elches man erhält, wenn man a 
in die andere Function f{x) einsetzt. 

Wäre der exacte Werth von a bekannt, so bitte dk Frage 
keine Schwierigkeit; man wflrde dann diesen exacten Werth 
der Variablen x in der Function f{x] beilegen nnd damit das 
Voizeichen der Resultates erkennen. Wenn die Wurzel a nur 
ttäherungsweise bekannt ist, so verhält es sich nicht so; 
denn setzt man an die Stelle von x eine sehr angenäherte 
Grenze a des a, so ist man nicht sicher, ob das Vorzeichen 
von f[a) dasselbe wie das Vorzeichen von f{a) ist; die Un- 
sicherheit besteht immer, wie klein auch der Unterschied 
zwischen der Wurzel a und der Grenze a sei. Die Unter- 
scheidung des Falles zweier imaginärer Wurzeln von dem 
zweier reeller Wurzeln reducirt sich darauf, das Vorzeichen 
zu bestimmen, das man erhält, wenn in eine gewisse Function 
f{.r) eine Wurzel o, welche eine andere Function F(x) annnl* 
lirt, eingesetzt wird. Nehmen wir die Gleichung: 
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x'' — 3a;* — 24«» 4- 95x* — 46a; — 101 = 0, 

wir in den Artikeln XII nnd XXXVI des ersten Bncbes 
behandelt liaben, znm Beispiel. Setzte man die Zahlen 2 und 
3 in die Functionen: 

m /■'(*), m, 

so fand man folgende zwei Reihen: 
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'229] Die nach Artikel XXXI des ersten Baches gebildete 
Reihe der Indices schiiesst mit den Zahlen 0, 1, 2. Hieraus 
folgt) 1. das8 die Gleichung f'{x) eine zwischen 2 und 8 p:e- 
legene Wurzel hat, und dass diese Gleichung in diesem Inter- 
vall nur eine Wurzel besitzt, 2. dass mau zwischen diesen 
(irenzen 2 und 3 zwei Wurzeln der Gleichung /'(./) = 0 suchen 
muss und man bis jetzt nicht weiss, ob diese Wurzeln reell 
sind oder in dem Intervall verloren gehen. Um die Natur 
dieser Wurzeln zu erkennen, muss man eigentlich in f[x) 
den exacten Werth der Wurzel a der Gleichung f'{x) = 0 
einsetzen und das Vorzeichen von /*(«) bestimmen. Ist dieses 
letztere Vorzeichen positiv, so sind die zwei gesaditen Wurzeln 
reell; die eine liegt zwischen 2 und er, die andere zwischen a 
und 3. Dies folgt augenscheinlich aus den Princlpien, welche wir 
im ersten Buche bewiesen haben. Ist hingegen das Vorzeichen 
von f{a) negativ, so ist man sicher, dass die Wurzeln imaginär 
sind; denn die Reihe der Vorzeichen verliert auf einmal zwei 
Yoizeiehenwechsel, wenn die eingesetzte Zahl Ton einem Werth, 
der unendlich wenig kleiner als a ist, zu einem Werthe, der 
unendlich wenig grösser als a ist, llbergeht. Aber um dieses 
letzteren Schlusses ganz sicher zu sein, gentigt es nicht, in 
f(x} an die Stelle von x einen sehr angenäherten Werth des 
a zu setzen; denn man sieht ein, dass das Vorzeichen von 
f(x) fOr einen gewissen Werth des x zwar positlr sein, hin- 
gegen, falls man die eingesetzte Zahl um eine sehr kleine 
Grösse ftndert, negativ werden könnte. Die ganze Schwierig- 
keit besteht darin, obgleich man x nur einen angenftherten 



Digitized by Google 



222 



JoBq»h i oorier. 



Wen!! a, der kleiner ab a ist, oder einen anjjenaherten Werth 
der grösser als (f ist, beilegt, dennoch das Vorzeichen von 
fix) bestimmen zu können. Diese Frage lösten wir, indem 
wir nicht allein die Werthe der Resultate f a] und f h\ son- 
dern auch die \on f und f'^h\ der Fluxionen erster Urd- 
nnngy betrachteten. Ist in der That der Werth n sehr nahe 
bei a und hat das Kesuitat f[a) einen sehr grossen positiven 
Werth, so ist es sehr wahrscheiniich, dass das Vorzeichen von 
f{a pontir sei; dennoch muss das Verhalten, wenn die Flnxion 
f'(a) negativ and dureh dne sehr grosse Zahl ausgedrückt ist« 
untersucht werden; denn in diesem Falle nimmt die Function 
f x) sehr schnell ab; es wäre daher immeiiiin mfif^eh| dsss 
die bei einer sehr kleinen Werthindemng des a negativ 
wQrde und schliesslich doeh wieder, weil die Fliudon f'(x) 
selbst positiv und sehr gross werden würde, einen positiven 
Werth annehmen könnte. [230] Die von ans im Artikel XXiV 
and den folge n lrn des ersten Buches gegebene Lösung be- 
steht <larin, die Werthe von fla), /'(a), /(fr), f'{h) und des 
Intervalles b — a in die Kechnung einxnftüiren. Dareh Ver- 
liehen dieser Grössen gelingt- es, das Voizeichen von f(a] 
ebne iigend welehe Unsieherbeit zu erkennen. Man kann die 
Frage aber auch Ton einem anderen Qesiehtspnnkte, den an- 
zngäien nttadieh ist, betraebten. 

XXXVL Stellt man deb allgemein die Frage, das Vor- 
zeiehen des Besnltates, welebes man dnieb Einsetien der 
Wurzel a der Gleiebnng: 

F\Xi = 0 

in f[x^ findet, zn bestimmen nnd nnd dabei fix] und F{x) 
zwei gegebene algebraisebe Fnnetionen^ wobei der singulare 

d f(r* 

Fall, dass F(xj gleich ist, zonäehst ausgeschlossen sei, 

so genügt es, die im ersten Biidi bezöglich der Grenzen der 
Wuazeln bewiesenen Principien anzuwenden. 

Man hat zwei Grenzen a und zwischen denen die 
Oleicbnno: F{x] = 0 eine reelle Wurzel, nämlich den frag- 
lieheii Kit trachteten Werth besitzt; diese zwei Grenzen a 
nnd / kruneu immer nahe genug aneinander gebracht werden, 
so daas die zwei Vorzeichenieihen der Kesnltate: 

. . jr'(a), i^H F[a), 
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erkennen lassen: die Gleichung F{x) hat zwischen a und b 
wirklich nur eine reelle Wurzel. Setien wir das Bestehen 
dieser Bedingung vornns, so wird man dann dieselben Grenzen 
a und 2» in die aus der anderen Function f(x) abgeleiteten 
Functionen, nflmlich: 

fW{x), /(«-0(x), . . ., m /'w, /w, 

emsetzen nnd prtfen, ob aus dem Yergleich der zwei Beihen 
' Ton YoTzdchen: • 

/'(-)(a), /^-0(a}, . . ria), r[a), f[a), f(a), 

fplgt, dass die Gleichung f[x] keine Wurzel zwischen a und h 
haben kann ; [231] man wird also sehen, ob die Indicesreihe, 
welche den Reihen (2) eigenthümlich ist, die Null als letztes 
Glied aufweist Findet diese letzte Bedingung gleichzeitig mit 
der Torangehenden statt, so erkennt man mit Sicherheit das 
Vorzeichen von f((x)\ dieses Zeichen wird dasjenige sein, 
welches den zwei GrüSBcn f(a) und f{h) gemeinsam ist. In 
der That folgt aus der zweiten Bedingung, dass alle zwischen 
a und h gelegenen GrOssen^ wenn man sie in /'(^c) einsetzt, 
Resultate gleichen Vorzeichens ergeben; aus der ersten Be- 
dingung aber folgt, dass der exacte Werth von a zwischen a 
nnd h Hegt. Daher ist das Vorzeichen von f[a) bekannt; es 
ist das Ton /(a) und Um dieses Vorzeichen zu bestim- 

men, genügt es, die Grenzen a und b so nahe aneinander zu 
bringen, dass, wArend die Wurzel a nicht aufhört zwischen 
a und b zu Hegen, — dieses erkennt man durch die Vor- 
zeichen der Beihen (1) — , die Vei^gleichung der Beihen (2) als 
letztes Glied der Beihe der Indices 0 ergiebt. Sieht man nun 
von dem Falle ab, in dem bei diesen zwei Functionen die 

singulare Belation F{x) = statthat, so ist mau sicher, 

dass man leicht die Grenzen a und welche beiden Be- 
din^m^en genügen, finden wird: denn da die Function F(.r] 
durch die Ordiiiatcn einer gewissen Curve ausgedrückt ist und 
dit' algcbraisclie Function fix] auch die Ordinaten einer zweiten 
Curve darstellt, so können die zwei Grenzen a und 6, zwischen 
denen sich ein Schnittpunkt der ersten Linie mit der Ab- 
scissenaxe befindet, allgemein gesprochen, zwei Ordinaten der 
zweiten Curve, zwischen denen diese zweite Curve keinen 
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Schnittpunkt hat und frei von jeder Windung ist, entsprechen. 
Daher wird der Vergleich der Keihen (2) als letztes (ilied der 
Reihe der iudices 0 ergeben. Folglich werden die zwei aua- 
gesprochenen Bedingungen zusammen bestehen, und das Vor« 
zeichen von f{a) wird bekannt sein. 

XXXVII. Diese Bemerkung ist nicht auf die Functionen, 
welche nur eine Variaiile enthalten, beschränkt. Man kann 
allgemein die folgende Frage, welche sich bei wichtigen An- 
wendungen der algebraischen Analysis darbietet, auflösen. Es 
sei eine algebraische Function /(x, y^z^ , . .) mehierer Variablen 
vorgelegt, und die Werthe von .r, ?/, , . , seien nur nähe- 
rungsweise bekannt; es handelt sich darum, mit Siclierheit das 
Vorzeichen, welches durch Einsetzen der exacten Werthe für 
j', iy, «, . . . in //, . . .) erhalteTi wird, zu eikenneu. 
[232] Dabei r^etzt man voraus, dass für jeden dieser ^\ erthe 
zwei Grenzen, zwisclien denen er liegt, bekannt seien. Um 
ein sicheres Criterium zu haben, muss man benrtheilen, ob 
diese Grenzen nahe g-eini'^ bei* inander lie2:en, so dass die ver- 
schiedenen Resultate, die n^an dun'h Substitution irgend welcher 
zwischen diesen (rrenzen gelegener Werthe von Xy . . . 
erhält, sämmtlich von demselben Vorzeiciion sind. 

Im Artikel XXXVl haben wir dieses Criterium für den 
Fall einer einzigen Variablen angegeben; wie man im Laufe 
dieser Untersuchungen sehen wird, ist dieser Satz allgemein 
gültig. Es ist immer leicht, die zwei Grenzen, welche jeden 
der Werthe v/, ;i, . . . einschliessen, so nahe zu bringen, 
daes das Vorzeichen des Resultates sich sicher nicht ändert, 
wenn man den Variabein irgend welehe swisehoB diesen Gren- 
zen gelegene Werthe beilegt. 

XXXVIII. Dieser 8«tz bezieht sich, allgemein gesprodien, 
auf die verschiedenen Punkte der Curven oder Imimmen 
Flächen und auf irgend welche Wierthe der Variablen x^...^ 
aber es giebt besondere Werthe, auf welche man ihn nieht 
direct anwenden kann. Diese Fälle erfordern einen besonderen 
Process, dessen Ursprung wir angeben wollen. Man stellt sich 
die Angabe, das Vorzeichen des Resultates, das man erbäU, 
wenn man in der algebraischen Function f[x) an Stelle vonx 
einen die abgeleitete Function f'[x) annullirenden Wertb a ein- 
setzt, zu bestimmen. Dieser Werth a ist nicht genau be* 
kannt, ab^ man weiss, dass er zwisehen zwei sehr nahen und 
gegebenen Grenzen a nnd b liegt. Diese letztere Frage ist 
genau dieselbe, welebe wir zuerst betrachtet haben, und welebe 
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die Unterscheidung des Falles zweier reeller Wurzeln vou dem 
Falle zweier imaginärer Wurzeln zum Gegenstand hatte. Mau 
sieht dies klar an dem im Artikel XXXV citirten BeispieL 
Stände die zweite Function f'[x) nicht zu der ersten f(x) in 
dem siugulären Verliältniss . hätte man also statt f'(or) eine 
gewisse, von f{x) unabhäugige Function ¥[j')^ so würde man 
prüfen, ob die zwei Grenzen a und 6, zwischen welchen a 
liegt, nahe freiiug sind, SO dass die Vergleichang der zwei 
lieihen von Vorzeichen: 

i28S] /(»)(a), • • M m 

fW{b), A"-0(6), . .., r(b), m, m 

als letztes Glied der Indicesreihe 0 ergiebt; würde diese Be- 
diujsrnug zunächst nicht eintreten, so würde mm die zwei 
Greuzen a und h uHher brin<:^en, h\9, die Bedingimir eintritt; 
dies ist im allgemeinen Fall leicht. Dann würde das gesuchte 
Vorzeichen von f'n] dasjenl^^c sein, welches f[a] und f[h] ge- 
meinsam zukommt. Aber in dem von uns betrachteten be- 
sonderen Falle erhielte man, wie sehr auch die Grenzen a 
und h näher gebracht wtirden, doch nicht die letztere Be- 
dingung; das letzte Glied der Reihe der Indices würde nie- 
mals 0 werden. Wären die im Intervall von a bis h ge- 
sachten zwei WozEeln reell, so wurde es gelmgen, die zwei 
Wuseln sa treonen, indem man die Grenzen näher bringt; 
wären sie aber imaginär, so würde die Unsicherheit immer 
bestehen, denn das letzte Glied der Beihe der Indices, welche 
durch die oben stehenden Reihen gegeben wird, würde niemals 
0 werden, sondern immer gleich 2 sein; der Werth von wel- 
cher die Ordinate /"'(a?) der zweiten Curve zu Null macht, ent- 
spricht nfimlich in der ersten Curve einem besonderen Punkte, in 
dem die Tangeute parallel der Absoissenaxe ist. Das letzte 
Glied der Reihe der Indices kann nnr in dem Falle 0 sein, 
in dem der Ourvenbogen, welcher dem Intervall der Grensen 
entspricht, keinen Punkt des Maximums oder Minimums anf- 
wetst Man sieht daher, dass der im Artikel XXXVI ansge- 
sproehene Satz hier nieht ebenso angewandt werden kann, wie 
wenn die swei vorgelegten Fnnetionen in keinem speciellen 
YerhftltniflB stehen. Nachdem man den Gmnd für die Sekwie- 
rigkeit des Falles, mit dem wir nns beschäftigen, erkannt hat, 
bieten sieh versehiedene Mittel snr LOsnng dar; eines der ein* 
faohsten nnd sehr lekslit anwendbaren wollen wir angeben: 
Anstatt die swei Fonetionen f(x) nnd f(x) ssn betaraehten, 

0stfna4*s KlMiikeT 127. 15 
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©raetze man sie durch fix) -f- f'[.r] und /"(./). Ein Werth a von 
Xy welcher f'[x) zu Kuli macht, liegt zwischen a und b; es 
handelt sich darum, das Vorzeichen von f{a) mit Sicherheit 
zu bestimmen. Sei q>{x) := f(x) + f'{x)y so sieht man, dass 
das gesuchte Vorzeichen von f(a) auch dasjenige von (fia) 
ist; denn f'(a) wird nach Vonnusetzung Null. [234] Mau 
kann daher ebenso verfahren, wie wenn die vorgegebenen Func- 
tionen q)(x) und f'{x) wären. Jetzt ist der smguläre Punkt, 
bei dem die Tangente parallel der x-Axq ist, beseitigt; er be- 
findet sich nicht mehr nothwendig in dem Intervall der Gren- 
zen a und bf welehes die Wurzel a der Gleichung f'(x) = 0 
nmfasst Man muss daher prüfen, ob die Grenzen a und b 
derartig sind, dass die Reihen: 

r/)(")(a;i, . . y'"(a), fp"{a), fp'{a), (p{a), 
i3p(«)(6), . . g>"n ip^ib), q>'(b), q>(b] 

für die (Ueichung cp(x) eine Beihe von Indiees, deren letztes 
Glied Null ist, besitzen; tritt diese Bedingung zunSehst nicht 
ein, 80 gelangt man ' leicht, indem man die Grenzen näher 
bringt, zu zwei benachbarteren Grenzen a' und b% welche als 
letztes Glied der Reihe der Indiees 0 ergeben; gleichzeitig 
werden die Grenzen a' und 6' immer die Wurzel a der Glei- 
ehung f'(x) = 0 nmfossen. Wenn diese Bedingungen statt 
haben, so wird man das gemeinsame Vorzeichen von fp{a'] 
nnd fp(b') bestimmen; dieses Vorzeichen wird das von fp[a} 
sein nnd folglich dasselbe ine das Vorzeichen von welches 
man zu bestimmen hatte. Ist das gefimdene Vorzeichen ent- 
gegengesetzt zu dem von f{a') und f{b')f so sind die zwei 
Wurzeln reell; ist es dasselbe, so sind die zwei Wurzeln 
imaginär. 

Man muss besonders bemerken, dass die Substitution der 
Grenzen a nnd fr in die Function q)(x) und die aus (p{x) ab- 
geleiteten Functionen sich sehr leicht vollzieht; denn die Func- 
tion q>{x) ist ja gleich f{x) + fix). Nun haben die voran- 
gehenden Operationen, welche zur Auffindung der ersten Nähe- 
rungsgrenzen gedient liabeii, die Resultate der Substitutionen 
in f(x) und in alle aus /'(./•) abgeleiteten Dilferentialfunctionen 
kennen «relelirt; folü^licb wird man den Fall der imaginären 
Wurzeln ullciii aus dem Anblick der schon gebildeten nume- 
rischen liesultate entscheiden und erhfilt so eine exacte und 
aehr einfache Lösung der vorgelegten Frage. 
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XXXIX. In dem oben citirten Beispiele sind die des 
Grenzen 2 Und 3 entsprechenden Beihen: 
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Mit Hilfe der Beihe (2) wird man dadnreh eine ent- 
spreebeiide Bdbe (2)' bilden, dass man zu jedem Gliede der 
Reihe (2j das ihm linlcs in derselben Beihe voraufgehende Glied 
hinznaddirt und das Yorzaehen des Besnitates hinsefareibt; 

ebenso mnss man mit der Beihe (3), nm die entsprechende 
Reihe (3)' zu erhalten^ verfahren. Hierdurch findet man: 

. (2)'... + ^- + • - - + 

0 0 0 1 0 1 
(3)',.. + + + + ^ 

Pa das letzte Glied dieser neuen Indexreihe nicht Null ist, 
so sohliesst man, 4a8S die Grenzen 2 und 3 nicht nahe genug 
bei einander liegen, nm die Frage sofort lösen zu können. Man 
wird daher eine zwisehenliegende Zahl 2,2 In ^e Fnnctionen- 
reihe einsetzen und erhält die folgende Tabelle: 
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Die Grenzen für die zwei angezeigten Wurzeln sind jetzt 
2,2 und 3. Bildet man die Reihen (2,2)' und (3)' auf die 
oben dargelegte Art, d. h. addirt man jedes Gli6d der Beihen 
(2,2) und (3) zu dem ihm links unmittelbar yc^ranfgehenden 
Güede derselben Beihe, so findet man: 

. (2,2)'.. + H- ' +. - - 

0 0 0 1 0 0 
. (3)'... ^ 4. ^ ^ - -. . 

16* 
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[236] Das letzte Glied der Reihe der Indices, welche durch 
die Reihen (2,2) und f3; eregeben wird, lautet 2; man rauss 
•ialier zwischen den Zahlen 2,2 nnd 3 zwei Wurzeln der Glei- 
chung f[.r' — 0 suchen; man weiss noch niclit, ob diese zwei 
Wurzeln reell sind oder im Intervall dieser Grenzen verloren 
gehen. Die Gleichung f'{x) — 0 hat sicherlich zwischen 2,2 
und 3 eine reelle Wurzel; da die drei letzten (Ilicder der 
Reihe der Indices 0, 1, 2 sind, so erkennt man durch Ein- 
setzen der W^urzel « der Gleichung f'(x) = 0 in f[x)^ ob die 
zwei Wurzeln der Gleichung f[x) = i) reell oder imaginär 
sind; ist das Vorzeichen von f{a) positiv, so sind die Wurzeln 
sicher reell; wenn das Vorzeichen von f(a] negativ ist, so 
sind sie imaginär. Betrachtet man nun cUe Keihen (2,2)' und 
(3)', welche nicht der Function f[x), sondern der Function 
f[^) + f'(^) entsprechen, so sieht man, dass zwischen 2,2 und 
3 keine Zahl, welche den Ausdruck fi/] + f'[x] annullirt, 
gelegen sein kann. Dies folgt daraus, dass die Reihe der 
durch (2,2)' und (3)' gegebenen Indices die Null zum letzten 
(iliede hat Jede zwischen 2,2 und 3 gelegene Zahl ergiebt 
daher, wenn man diese Zahl in den Ausdruck f[x) + fix) 
einsetzt, ein Resultat desselben Vorzeichens. Nun liegt die 
Wurzel a der Gleichung f'(x) = 0 zwischen 2,2 und 3. Dä^ 
her hat der Ausdruck f(a) 4- /*'(«) das Vorzeichen — , und 
da f(a) nach Voraussetzung Null isty so folgt» dass f[ci) eine 
B^ative Zahl ist. Mithin sind die zwei gesuchten Wurzeln 
imagmär. 

XL. Das soeben gegebene Verfahren löst die Frage, welche 
die Unterscheidung der ima^nären Wurzeln zum Gegenstande 
hai^ leicht und zwar in allen möglichen Fällen; es ergbbt sieh 
folgende Regel: 

Hat man die zwei Yorzeichenreiben [a] und (5), welche 
den Grenzen entsprechen, zwischen denen man die zwei Wur- 
zeln einer Gleichung suchen muss, gebildet, so muss man die 
Reihe der Indices, welche die Yergleichung dieser zwei Reihen 
liefert, hinschreiben. Die drei letzten Glieder dieser Reihe 
sind nach Voraussetzung 0, 1, 2, so dass die Gleichung 
f'[x) = 0 zwischen a und ö eine einzige Wurzel bat; [1^7J 
man weiss noch nicht, ob die zwei Wurzeln der Gleichung 
f[x) s 0 reell oder imaginär sind. Um dies zu entscheiden, 
ersetzt man Jede der Reihen von Vorzeichen [a] und (6) durch 
zwei andere [A] und (J9), indem man zu jedem Gliede der 
Reihe das ihm linker Hand Torau^ehende Glied derselben 
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Reihe addirt, Yersrleiclit man die zwei Reihen [Ä] und [B], 
indem man eine neue Keihe von ludices bildet, und findet man 
als letztes Glied dieser neuen Reihe 0, so ist die Frage ge- 
löst. Ist aber dieser letzte Index nicht Null, so mnss man 
die zwei Grenzen (a) und [b) Ti.i-lier aneinander heranbringen, 
fährt man nach derselben Regel zu operiren fort, so werden 
entweder die zwei gesuchten Wurzeln getrennt, — dies be- 
weist ihre Keellität, — oder es wird der letzte Index der 
neuen, durch die Reihen {Äj und {B) gegebenen Indexreihe 
Null. In diesem Falle ist das letzte Vorzeichen der Reihe (A) 
genau dasselbe vie das letzte Vorzeichen der Reihe (B); ist 
dieses gemeinsame Vorzeichen dasselbe, welches f{x) in den 
ursprflnglichen Reihen (a) und (b) hat, so sind die zwei ge- 
suchten Wurzeln imaginär. Wenn aber das den zwei letzten 
Gliedern der Reihen (A) und {B) gemeinsame Vorzeichen ent- 
gegengesetzt zum Vorzeichen von f(a) und f[b) in den nr- 
sprfinglichen Reihen (a) ond {b) ist, so sind die zwei gesuchten 
Wurzeln reell. Die Anwendung zeigt, wie leicht der Gebranch 
dieser Regel ist; sie löst die Hauptfrage, welche die Unter- 
suchung der Grenzen darbietet, schnell auf. — Man könnte 
dieser Lösung yerschiedene Formen geben; denn man wtlrde 
offenbar zu denselben Sätzen geführt werden, wenn man zu der 
ursprünglichen Function f{x) von f'{x) verschiedene Functionen 
hinznlQgt, welche anch die Eigenschaft haben, Null zu werden, 
wenn man x den Werth, den wir mit a bezeichnet haben, 
beilegt Durch Benutzung der Function f'(x) ist die Rech- 
nung auf eine ausserordeiri^ch einliuhe Form reducirt; denn 
es genflgt, zu jedem Term einer Beihe den vorauseilenden 
Term derselben Beihe hinznznaddiren. 

XLI. Hätte man allein die Angabe einer exaeten und 
leichten Lösung des Problems der Unterscheidung der imagi- 
nären Wurzeln im Auge, so könnte man sich auf das, was 
wir in den Artikeln XXII und den folgenden des ersten Buches 
bewiesen haben, beschränken; aber die Wichtigkeit dieser 
Untersuchungen und ihre Beziehungen zu der Theorie der 
Gleichungen, welche mehrere Unbekannte enthalten, erfordern 
eine Yermehrung der Lösungsmethoden. [238] Deshalb habe 
ich mir die Aufgabe gestellt, auf dieselbe Frage cUe Annähe- 
rung zweiten Grades und dann die der Kettenbrflche anzu- 
wenden. 

Whr wollen den Fall, bei dem die Vorzeichen der zwei 
Bdhen (a) und {h)\ 
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lauten, betrachten; die Sätze, welche die Prüfunfr dieses Falles 
efgiebt, wird man dann Aneh leicht auf alle anderen Fälle an- 
wenden können. 

Da die drei letzten Glieder der Reihe der Indices 0, 1, 2 
lauten, so sieht man, dass man zwischen den Grenzen a und 
h xwei WnrEeln der Gleiehmig /T.r) =^ 0 suchen mnss, und 
dass es sich dämm handeltj zu erkennen, ob diese zwei Wur- 
zeln tbatsäcbfich existixen oder imaginär sind. 




Fig. 17. 



Die Fig. 17 stellt den Begen, dessen Gleiehnng y = f(x) 
lautet, im Intervall der Grenzen a nnd b dar. Beseiehnet 
man mit a den eisten Nsbernngswerth, weteher der Abseisae 
Oa äquivalent ist, so wird man fOr x in fx a + x — a 
setzen nnd die Function f{a + x — a) dann, wie folgt, ent- 
wickeln: 

fx = f(^a-\-x — aj = fa {x — a) fa -j- (i' — aj* - ^{"[a- • X). 

Das Glied , welches die Reihe vervollständigt, entfallt 
f\a . . . d. h. eine Fnnetion einer gewissen, zwischen a 
und X gelegenen Grösse; diese letztere bildet man^ indem man 
zu a einen unbekannten, zwischen 0 und x — a gelegenen 
Werth hittznaddirt; man wendet hier das Theorem an, wdches 
in der Einleitung im Artikel IX voigebracht wurde. Man 
beachte jetzt, dass die Werthe der Function f'*x im Intervall 
der Grenzen a nnd h sämmtlich positiv dnd, und dass sie, 
wenn man von der Abscisse a bis zu der Abscisse h ttber- 
geht, immer wachsen. IHes folgt offenbar aus den Vorzeichen, 
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welche die zwei Reihen (a) und (b) unter den Functionen f'x 
und f"'j- aufweisen. Daher ist der kleinste Werth, den der 
Ausdruck f"(a . . . x) annelimtu kann, gleich f"{a] und der 
grösste ist f"(b]. Hieraus schliesst mau: 



(Frenzen. Wenn man nach der Bestimmung von /"a, f'a 
eine Curve beschreibt, welche x als Abscisse und 



als Ordinate hat, so wird der Bogen mTtVj welcher dieser 
Cnrve angehört, unterhalb des Bogens mpn^ dessen Ordinate 
fx ist, verlanfen; dies wird im ganzen Intervall ah statthaben. 
Im Punkte m sind die zwei Ordinaten gleich, und ihr gemein- 
samer Werth ist fa. Die abgeleiteten Functionen erster Ord- 
nung sind fili' die eine der Curven f'x und ffir die andere 
fa + (x — a)f"a. Diese Functionen werden für = a gleich, 
so dass die Bogen mpn nnd iiiTtv im Punkte m einen Con- 
tact erster Ordnung haben. Von diesem Punkte an trennen 
sich die Linien, und die zweite rnnv verläuft unterhalb der 
ersten 7npn. Wenn daher der Bogen niTtv der Parabel die 
Aze ab nicht schneidet, so ist man a fortiori sicher, dass 
der Bogen inpn diese Axe auch nicht schneidet; in diesem 
Falle sind die zwei gesachten Wurzeln imaginftr. Man wird 
daher die Gleichiing zweiten Grades: 



ansetzen und die Werthe für ö suchen. Sind die Wurzeln 
dieser CUeichung zweiten Grades imaginär, d. h. tindet die Be- 
dingung: 



statt, so sind die zwei Wurzeln der (Ueichung fx = 0 sicher 
imaginär. Man kann auch den JSenner verschwinden lassen, 
man hat dann die Bedingung: 



Hat dieselbe statt, so gehen die zwei Wnrzeln der 




/a -h (a; — (« — «)* • iTa 



fa -f- df'a + /^'a := 0 
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Toigelegfeen Oleiolmiig /x =5 0 im InterYill der Grenzen a und b 
verioren. 

Selzen wir jetet vonnu, dm in der Gleichung: 

fx = f[a-\- X — a] = fa-\'[x — a)f'a + (j^ — «)* • • -^'j 

die Grösse f"[a . , ,x) dnrcli den grössten ihrer Werthe, f'b, 
erseUt ist> so hat man: 

/•x < /-a + (r - a)f'a + (x - a)* • 

[240] Beschreibt man daher den Bogen mn'v\ dessen 
Ordinate 

ist, so wird dieser Bogen im ganzen Intervall ah über dem 
üugen wpn liegen. Der Werth der Fluxion erster Ordnung 
ist für eine der Curven fr und für die andere f'a-\-(x — ct'^f'b. 
Für beide Curven ist der Werth im Punkte vi gleich f'a\ 
mithin hat der Bogen der Parabel mit der Curve 

im Tunkte m eine Berührung erster Ordnung und von diesem 
Punkte m aus verläuft der Bogen mn'r' im ganzen Intervall 
ah über der Curve. Schneidet also der Farabelbogen utiTi'r 
die Axe a/>, so ist man a fortiori sicher, dass der Bogen 
wpn auch die Axe schneidet, d. h. die zwei gesnchten Wur- 
zeln sind reell. Man wird daher die Gleichung zweiten 
Grades : 

aufstellen nml die Werthe des ö suchen; sind diese Werthe 
reell, d. ii. hat man die Bedingung ; 

(r* )' ^ ^ 

so muss man schliessen, dass die vorgelegte Gleichung fx — 0 
im Intervall der Grenzen a und h zwei reelle Wurzeln hat. 

Zu ähnlichen Schlüssen gelangt man vermöge der Betrach- 
tung des anderen Endes n des Bogens m-pn. Setzt man in 
der That h — (6 — o?) an Stelle von a? in die Function /x, so 
hat man: 

der Ausdruck {x . . . b] bezciciinet dabei eine unbekannte, 
zwischen x und b gel^ene Grösse. [241] Der grdsste der 
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Wertlie, den man erhält, indem man an Stelle von r in die 
Function f'x eine zwischen a und h liegende (irösse einsetzt, 
ist nach Voranssetznn^ f'h\ der kleinste ist f'a\ man hat da- 
her diese zwei Bedingungen: 

fx:>fb — {b — x)f'h 4- (ft ~ xf -^fa, 

Betraohtet man jetst als variable Abseisse vnd beschreibt 
die Bogen, welche 

fb^[b^ x)fb + (6 — xf '{fa 

zu Ordinaten haben, so hat man zwei parabolische Bogen, von 
denen der erste im Intervall der Grenzen a und b immer ober- 
halb des Bogens mpn^ der zweite immer unterhalb des 
Bogens nipn verläuft. Man erkennt also, dass, wenn der obere 
Bogen die Axe ab schneidet, der Bogen nipn auch die Axe 
schneiden wird, und dass folglich die zwei gesuchten Wurzeln 
reell sein werden; schneidet aber der untere Bogen nicht die 
Axe der so ist man sicher, dass der Bogen nipn die Axe 
auch nicht schneidet, und dass folglich die zwei gesuchten 
Wurzeln imaginär sind. Man wird daher die Gleichung zweiten 
Orades: 

aufstellen und daraus die Werthe von () entnehmen. Sind 
diese Werthe reell, d. h. hat man die Bedingung: 

(tI)' > ^ TT f "^' 

so sind die zwei Wurzeln der Gleichung fx = 0 reell. Setzt 
man ebenso die Gleichung: 

fb-^d\f'b + ^f"a==0 
an, so sehliesst man, dass, wenn man die Bedingung: 

[rbf<2fb>ra 

hat^ die zwei Wurzeln der Gleichung fx = 0 imaginär sind. 
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[242] XLII. Vereinigt man die vorstehenden Resnltatc, so 
gelangt man zu dem Ergebniss: 1. die zwei gesuelittm Wurzeln 
sind sicher reell, wt iin man die eine oder die andere der zwei 
so ausgedrttokton Bedingungen: 

{fa)^>2fa^n (1) 

if'b)* > 2 fb ' f'h (2) 

hat; 2, die «wei gesnefateB Wurzeln sind sieher iauiginftr, wenn 
man eine der zwei Bedingungen: 

(/•'a)« < 2 /-a . (3) 
[f'bf<:2fb^ra (4) 

hat 

Es kann eintreten, dass keine der vier Bedingungen (1), 
(2), (3), (4) erfüllt ist, d. h. die vier entgegengesetston Be- 
dingungen finden alle anf einmal gleiolueitig statt. In diesem 
Fdle sind die Grenzen a nnd h nicht nahe genug, am ver- 
möge einer einragen Operation zu erkennen, ob die Wnrzeln 
reell oder imaginär sind; man mnss diese Grenzen naher 
bringen, indem man in fx einen numerischen, zwischen a nnd 
h gelegenen Werth eiuöetzt. Wenn das Resultat dieser 8nb- 
^ütution die zwei gesuchten Wnrzeln trennt, so erkennt mau, 
dass sie reell sind, und die Frage ist gelöst; wenn aber diese 
Substitution die zwei Wurzeln niclit trennt, m besteht die Un- 
sicherheit noch, und man muss zu einer zweiten Operation 
schreiten, um zu entscheiden, ob die Wnrzeln reell oder ima- 
ginär sind. Man wird daher prüfen, ob durch Verwendung 
der zwei neuen (rrenzen a und h\ welche a und J) ersetzen, 
die eine der \ier Bedingungen (1), (2), (3), (4) erfüllt wird; 
dann wird die ^atur der Wnrzeln bekannt sein. Es ist augen- 
scheinlich unmöglich, dass man durch Foi*tsetznng der Ann&he«» 
rung (loi- Grenzen nicht dazu gelangt, eine oder mehrere der 
vier Bedingungen, um die es sich handelt, zu erfüllen. Mau 
wird daher die Wurzeln sicher durch diesen Process, weloher 
sich anf die Yergleichnng Yon bekannten numerischen Wertheu 
redneirt, unterscheiden. 

XLUI. Wir haben vorausgesetzt, dass die zwei Yoneichen- 
reihen, welche den Grenzen a nnd h entspreehen, 

[243] /•(«•)(«), . . ., f"[x), fix), rix), /•(*) 
{a) ... + + + - + 

{b) ... + + + H- + 
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lauten; bei dieser Annahme wächst der AV< i th von f"x mit x 
von X = a bis X = by denn in diesem Intervall ist das Vor- 
zeichen von f'"x Wir werden jetzt den entgegengesetzten 
Fall| in dem die zwei Yorzeichenreihen [aj und (b): 

(a) - + - + 

[b) , . . -|- . . , — -f- -|- 

lauten, prüfen. Die drei letzten Glieder der Beihe der Indices 
sind wieder 0, 1, 2 ; es handelt sich dämm zu erkennen, ob die 
Gleichung /a; = 0 in der That zwei reelle Wurzeln zwisehen 
a und b hat. Man schreibt: 

Da das Vorzeichen Ton f*"x im ganzen Intervall ab negativ 
ist, so mmmt der Werth von fx ab, wenn x von a? s a bis 
x = b wichst; wenn man folglich f"[a , . .x) dnrch fa er- 
setzt, so vergrOssert man den Werth von fx nnd man ver- 
kleinert ihn, wenn man fb an Stelle von f"{a , , , x) schreibt 
Daher hat man: 

fx>fa + {x^ a)fa + ^^i* fh, 

fx<:fa + {x- a)fa -f ^^^fa. 

Besehreibt man eine Cnrve, deren Abscisse x ist und welche 

fa -\-[x — a]fa + [x- aj* -^fb 

zur Ordinate hat, so verläuft der Bogen dieser Onrve im ganzen 
Intervall ab unterhalb des Bogens mpn. Wenn dieser untere 
Bogen nicht die Abscissenaze schneidet, d. h. wenn man die 
Bedingung hat: 

SO sind die zwei gesuchten Wurzeln imaginär. Die Ourve, 
deren Abscisse x ist und welche 

fü-\- \^x — a)f'a -i- (« — af • 

• zur Ordinate hat, liegt im ganzen Intervall ab oberhalb des 
Bogens mpn\ daher schneidet der Bogen mpn sicher die Ab- 
sdssenaxe, wenn der obere Bogen diese Aze schneidet. 
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[244^ Folglich sind die zwei gesuchten Wurzelu, lallä mau 
die Bedingung: 

(f'af>2fa'f"a 

hat, reell. 

Man wird i< tzt die zweite Grenze b betrachten und die 
folgenden Kesultate finden: 

fx->fh^(h^ x)fh H- (6 - xf . \f\ 
fx<^fb — [b — x)f'b + (ö — xf ' \f"a\ 

daher verlftuft der Bogen mpn der Onrve, deren Ordinate fx 
ist, oberhalb des parabolischen Bogens, dessen Ordinate 

fh — ih-- x)fb 4- (6 — aj)« . \f"b 

ist, und unterhalb desjenigen parabolischen B(^ens, welcher 

fb — {b — x)f'b + (6 — xf '\f"a 

zur Ordinate hat. Hieraus schliesst man, dass die zwei ge- 
suchten Wurzeln, wenn man die Bedingung: 

Ilut, reell äiud und dass die zwei Wurzein, w^n man die 

Bedingung : 

(f'bf <2fb' f"b 

hat, imaginär sind. 

Man wird diese Resultate für den Fall, in dem das Vor- 
zeichen Yon f'"x — ist, mit denen, die man, falls das Vor- 
zeichen Yon f"'x -|- ist, findet, vergleichen. Man sdüiesst 
allgemein: 1. dass die gesuchten Wurzeln reell sind, wenn 
das Quadrat d« r Function fx einer der Grenzen das doppelte 
Product der Function fx derselben Grenze in die Function f"x 
derjenigen der zwei Grenzen, welche den grössten Werth für 
f*x ergiebt, übersteigt; 2. dass die gesuchten Wurzeln ima- 
ginär sind, wenn das Quadrat der Function fx einer der zwei 
Grenzen kleiner als das doppelte Product der Function fx 
derselben Grenze in die Function fx derjenigen dieser zwei 
Grenzen, welche den kleinsten Werth für fx ergiebt, ist 

XLIV. Es bleibt nur noch die Betrachtung des Falles, wo 
der Bogen mpn (Fig. 18) unterhalb der Abscissenaxe gelegen 
ist und seine oonvexe Seite dieser Axe zukehrt Die zwei 
Yorzeiohenreihen lanten: 
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[246] /-(»Oir, . . f'% fxy fx, fx 

(a) ... + + - + - 

(6) ... 4- + - - - 

oder 

(a) . . . 4- - - 4- - 

Im ersten Falle hat man für die Grenze ai 

fx>fa+{x^ a)fa + — af • ^fa^ 
fx<ifa + [x-^ a)fa + [x — af -^fh. 



o 3 




Fig. 18. 



Der Bogen mm'v' liegt daher im ganzen Interrall ah Uber 
dem Bogen mpn; der B<^n mTVV li^ hingegen in dem- 
selben InteryaU onter dem Bogen mpn. 
Fflr die Grenze b hat man: 

fx<fb--{b-^x)rb'h{b-x)*'y"b; 

der erstp parabolische Bogen lieg"! <laher im ganzen Inti r\ cill 
ab uüteriialb des Bogens npm^ der zweite Bogen liegt immer 
Uber dem Bogen nj)})i. 

Setzt man die Gleiclimigen zweiten Grades für die Schnitt- 
punkte der zwei parabolischen Bogen mit der Abscissenaxe, 
wenn diese existiren, an, so schliesst man, dass, wenn man 
eine der Bedingungen: 

{rbf>2fb-ra 

hat, die zwei A\ uizeln reell sind; die zwei Wurzeln sind ima- 
ginär, wenn man eine der zwei Bedingungen: 
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(rar <2/-a.r^ 

hat 

XLV. In dem zweiten Falle, wo die Vonseiehenreihen [a) 

und [h)\ 

(o) . . . -f- ... — — 4. — 

(/,)... _|- - 

lauten, findet man für die Qrenze a: 

[246] /"o; > /"a + (a? — a) fa-Ar{x — af • \ f'\ 
fx<^fa-j-{x — a] f'a -4- (a; — a)* • ^ /""a, 

und fär die Grenze h: 

fx > fh - (i/ - a;) H- (Z> - x)^ . i / "ö, 
fx<fb — (b — x) f'b -i- (6 — x]^ . -^/"V 

Die Wurzeln sind daher reell, weuu der Bogen mn* v* 
oder der untere, vom Punkte n ausgehende Bogen die Axe 
schneidet, d. h. wenn man eine der zwei Bedin^ngen: 

\fh)^ >2fb' f% 

hat; die zwei Wurzeln sind imaginär, wenn man eine der zwei 
Bedingungen; 

(f'bf<2fb.ra 

bat 

XL VI. Jetzt ist die Zusammenfassung aller möglichen Fälle 
in eine gemeinsame Regel, deren Ansdmek einfach ist und 
uns jeder Gonstruction enthebt, leicht Es genügt zu be- 
merken, dass, wenn f*x negativ ist, sein grdsster Werth der- 
jenige ist, welcher unter dem Vorzeichen — die kleinste An- 
zahl von Einheiten enthalt, und dass der kleinste Weräi eines 
negativen fx derjenige ist, welcher unter dem Vorzeichen — 
die grdsste AnzaU von Einheiten enthält Die Regel, welche 
zur Erkennung der Katur der zwei Wurzeln, die man im Inter- 
yall der zwei Qrenzen a und b suchen mnss, dient, lautet 
folgendermaassen: Man hat die zwei Vorzeichenreihen, welche 
den zwei Grenzen entsprechen, gebildet, und Bctzt voraus^ dass 
diese Grenzen nahe genug sind, dass die vier letzten Indices 
0, 0, 1, 2 lauten; diese Bedingung ist immer sehr leicht zn 
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befHedigen. Vorher hat man sich versichert, dass die zwei 
Wnraelii, um die es sieh handelt, nicht gleich sind; dieser 
singnlnre Fall lat leieht sm imterBeheiden. [247] Da die Werthe 
der Beanltete: 

durch die Operation selbst^ welche die Grenzen a nnd h giebt, 
bekannt sind, so wird man die zwei folgenden Sätae finden : 

1. Die zwei gesuchten Wurzeln sind reell, wenn das 
Quadrat eines der zwei mittleren Glieder f'a oder fb das 
doppelte Prodnet des rechts Yon diesem mittleren GUede in 
derselben Zeile stehenden Gliedes in da^enige der zwei äusse- 
ren Glieder f a und f^b^ welches am meisten Einheiten unter 
dem Zeichen + oder — entfaftlt, nbertrifil. Man hat daher 
hier zwei yersehiedene Bedingungen: wenn eine allein^ und 
um so mehr, wenn alle zwei bestehen, so sind die Wurzeln 
reell. 

2. Die zwei Wurzeln sind unaginftr, wenn das Quadrat 
eines der zwei mittleren Glieder fa oder f*b kleiner ist als 
das doppelte Product des rechts von diesem mittleren Gliede 
in derselben Zeile stehenden Gliedes in dasjenige der zwei 
Glieder, welches die geringste Anzahl von Binheiten unter dem 
Vorzeichen + oder unter dem Vorzeichen — enthslt Hieraus 
folgen zwei verschiedene Bedingungen : wenn eine ehuäge nnd 
um so mehr, wenn alle zwei bestehen, so sind die gesuchten 
Wurzeln imaginär. 

Wenn keine der vier soeben ansgesproehenen Bedingungen 
erfüllt ist, d. h. wenn die vier entgegengesetzten Bedingungen 
gleichzeitig bestehen, so zeigt dies an, dass die Grenzen a 
und b nicht nahe genug sind, um durch eine einzige Operation 
die Natur der Wurzeln bestimmen zu können; man wird da- 
her das Intervall ab der zwei ersten Grenzen theilen; wenn 
die Wurzeln durch Substitution einer zwischenlie^enden Zahl 
nicht getrennt sind, so wird man die soeben audgcsprocliene 
Regel von Neuem anwenden. Setzt man diese Anwendung 
fort, so ist es unmöglich, dass man nicht dazu gelaugt, ent- 
weder die Wurzeln, wenn sie reell sind, zu ti'ennen oder zu 
finden, dass sie imaginär sind. 

Durch den Gebrauch dieser Regel wird man erkennen, 
dass die Anwendung derselben leicht ist; es ist klar, dass 
man durch diesen Contact der Parabeibogen dazu gelangt, die 
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Natur der zwei Wurzeln bei den Gleichungen zu unterscheideu, 
bei denen die erste Annäherung, die sich auf den Cuntact der 
geraden Linie stiUzt, Tioch nicht Auskonft geben würde, ob 
die Wurzeln imaginär sind. [248] Unser TTanptzweck ist nicht, 
diese erste Annähernng, welche uichtB bezüglich der Leicliti^- 
keit der Rechnung zu wünschen übrig lässt, zu vervollstän- 
di^fiii; wnr hatten bei dieser letzten Fntersuchung nur die 
Absicht, der Annäherung zweiter Ordnung grössere Ausdeh- 
nung zu geben nnd eine wichtige Eigenschaft derselben 2a 
kennzeichnen. 
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Jecm Baptisie Jusrjjh lumner wurde am 21. März 1768 
m Anxerre als Sohn eines Sehneiders geboren. Im Alter von 
acht Jahren verwaisty verdAukte der begabte Knabe dem jEän- 
fliiss des Bischofii von Anxerre seine Aufnalirae in die von 
den Benedictinem g:eleitete Kriagssohiile seiner Vaterstadt. Da 
Fourier nkkt nach Wunsch den militftrisdien Bemf einschlagen 
körnte, trat er 1787 in ein Kloster der BeiiedietiBer, verlieBS 
dieBes aber 1789 unter dem BinfloBBe der politiuwfaen Ereig- 
nisse, ehe er die Oelflbde abgelegt hatte. Das An^geben des 
gdatliohen Bemfes hinderte seme ehemaligen Lehrer nicht, 
ihm sogleich an der Kriegsschule von Anzerre die Professur 
ftr Kathematik, die et bis 1799 innehatte, 2n übertragen. Als 
Sieh dem Sturze von Robespierre die ^le normale zu Paris 
begründet wnrde, gehörte anch Foun^r (Januar 1795) zu den 
1500 ansgezeichneten Schiilern, die aus allen Theilen Fi .uik- 
reichs ausgewählt waren, iiiu dort von den ersten Gelehrten unter- 
richtet zn werden; er vertauschte aber an der ^cole sehr schnell 
lUm Platz des Schtüers mit dem des Lehrers. Nach der 
raschen Schliessung der öcole uoniKile. die nur vier Monate 
wklich bestanden liat. wnrdr b'on ricr bei (iiuudung der eeule 
polytechirK|mi in dem.seibi ii .lalire 17^^r>i in den Lehrkörp^^r 
tfieser Anstalt übernommen und gehörte demselben bis 1798 
an. (üeber die zwei erwähnten Lehranstalten vgl. Hausmier 
in den Anm. zn Mnnqp^s darstellender Geometrie. OstuHUd'a 
Klassiker Nr. 117, S. 184.) 

Wie Monge b^ieitete auch Fowrier Bonaparte nach Aegyp- 
ten, vFo er immerwährender Seoretär des ägyptischen Instituts 
wurde und ungemein hervorragend diplomatisch und vielseitig 
wissensohafilid^ th&tig war. Erst mit den TrOmmem des 
fraaisOsischen Heeres verliess er (1801) Aegypten ond wnrde 
im Janaar 1802 znm Prftfecten des Is^re-D^partements er- 
nannt; in dieser Stellni^ entwickelte er eine ani^ezeichnete 
^'erwaitangsthätigkeit (ErOffimng einer Strasse von Grenoble 
nach Turin durch den Mont Gendvre, Anstroeknnng von 
'Rümpfen, Verbesserung des Unterrichts Wesens n. s. w.), fand 

Ostwald '8 Klassiker. 127. 
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aber trotxdem die Miisse, sein« berflhmten wftrmetheoretiselien 
Arbeiten za verfasBen^ sowie an dem Werke Aber die Expe- 
dition nach Aegypten eifrig nutmarbeiten. 1808 ernannte ilin 
der Kaiser zom Baron. Als Napoleon 1815 ans Elba znrttek- 
kelurte, stand Fourier , der noeh Prflfeet war, anerst auf Seiten 
der Bonrbonen, er floli dann nach Lyon, unterwarf sieb aber 
dem Kaiser nnd wurde von diesem am 10. März znm Prft- 
fMen des Bbdne-IMpartements mannt; in dieser SteUnag blieb 
er jedoch nnr bis zum 1. Mai. Da Fourier bd der Bttckkehr der 
Bonrbonen ohne Amt nnd fost mittellos war, llbertmg ihm der 
damalige Prftfect von Paris, ein ehemaliger Schiller nnd Frennd, 
die Leitung des statistischen BUreans. Die erste Wahl Fou- 
rier's (1816) znm Milgliede der Acaddmie des scienoes wnrde 
wegen seiner Haltong wShrend der hnnderttSgigen zweiten Be~ 
glerong I^apoleon's von Lndwig XYJII. nicht bestätigt; des- 
wegen trat er erst 1817 nach dner zwdten Wahl in ^e Aca- 
demie, deren beständiger Secretftr er bald wurde, ein; 1826 
wnrde er anch Mitglied der Acad^mie fran^aise; er starb am 
16. Mai 1830. Wegen eingehenderer Mittbeilungen Uber Foih- 
ncr's Leben sehe man: 

Fr. Ärago, Eloge histori(iue de Joseph Fourier (lu a la sdance 
publique de l'.icad. des scicnccs, le 18 novembre 1833). 

Oeuvres completes de I^r. ArayOj t. 1. Deutsche Aua^abe vou 

G. W. Hankcl^ Leipzig 1854. 

Leon Sagiiet in la grande encyclop^die, 1. 17. (raiiä;. Artikel 

9 Fourier*. 

Victor Cousin, fraguients et Souvenirs. Paris 1857. 3® ^d.) 

Die wissenschaftlichen Arbeiten Fourier b zerfallen vorzüg- 
lich in zwei Klassen: einerseits seine Untersuchnngren über die 
Theorie der Wärme, andererseits über die Aullusiiug der nume- 
rischen Gleich Uli IL Durcli die erste Klasse von Arbeiten, 
als deren Mittelpunkt seine Ijeriihmte theorie analj^ique de la 
chaleur anzusehen ist, gehört er zu den Begründern der theo- 
retischen Physik. Die von Foitrisr in seinen wärmetheore- 
tis( hen Arbeiten angewandten Methoden, die sich dui'ch All- 
gemeiuheit ans/f-iclinen und auch in der Elektricitätalehre 
Anwendung t:rtui]<len haben, sind auch der reinen Mailieraatik 
zu gute gekommen; es sei nur an die Reihen und integrale, 
welche Fnurkr''^ Namen tragen, erinnert. 

Die z^^ eite Klasse von Untersuchungen, die von dem Jahre 
1789, wo er in Paris der Academie über die AuHösung der 
numerischen Gleichungen vortrug, ihren Ausgangspunkt nahmen, 
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beschäftig' teil ihn während seines g&azen Lebens; ftber diese» 
Gegenstand trug er den Schtilern der ^eole polytechnique, den 
Mitgliedern des ägyptischen Institats, als Fräfect den Profes- 
soren zu Grenoble vor aad vwgtfiftitlichto Moh venohiodeiie 
Aufsätze tkber diese Fragen. I^e »Aoaljie des ^nations 
d^tarmin^s« sollte «Ue ITntonmchmiffti JFburier's über die 
Theorie der Gleichungen insammenfasam ; das Werk war auf 
sieben Btteher bereehnet. ibmrier tomte mm die vier ecstoa 
Seiten de« Weiset «edrvekt teheB^ ele ihn der Tod ereäte; 
naeh seinett Tode äind Buyi aaeeer der Bialeitoag aad der 
allgenieiae& AaaeiaawderBelWMg aar dae Maaniikii^ Ittr den 
mten Theil (die ersten smi Bteier) mit Aasnahme der Aaa^ 
f ttfamng dniger in den Aitikeia II and XIX des aweiten Bnehas 
angekündigter Hatetien dmknit vor. Dia Hcmsgabe dieses 
Theiloi besorgte CMaud« Navier (1785 — 1886) nnd arbeitete 
dabei die von Fourier nur skizzirten Artikel XXIV — XXX des 
zweiten Buches nach Blättern, auf denen Kouricr die Kedac- 
tion begonnen hatte, und alten Manuskripten von Foiiri' i aus. 
Hierüber berichtet Navier in der von ihm dem Werke voraus- 
geschickten Vorrede; dort setzt er auch auseinander^ zu wel- 
chen Zeiten Fourier die einzelnen lü sultato tand. 1831 er- 
schien das leider unvollständig geblielK ue Werk. 

Die AiiJilyse des equations dcterminees ist heute selten 
geworden nnd ist auch nicht in den Oeuvres de Fourin *)^ 
welche Gaston Darboux in zwei Bänden herausgegeben hat, 
abgedruckt. Die UebersetBttog schliesst sich wörtlich an den 
französischen Text an; nur sind eine grossere Anaahl von 
Druck- and Fittchtigkeitsfehlem beseitigt worden; die zahl- 
rcirlien, gut gewählten Beispiele wurden ebenfalls revidirt. 
Die in eckigen Klammem beigesetzten Zahlen der UeberaetmDg 
beaielien sieh aaf die Seiten der Oiiginalansgidie. 

Neben €9iark» Sfurm^B berabmter Arbeit »M€nu^ sur 
la rfisolntion des ^nalions namdriqnea« (Itaieire des savants 
^tnmgers, t 6, 1830} ^ in welefaer tteh das berahmte Shmn^ 
sehe Tlieorem Aber die genane Anzabl reeller Waraela ^ner 
anmeilaeben Gleidiung awiaelnn awei gegebenen Grauen 
findet, ist die vorliegende Sdirift wohl das hervorragendste 
Werk, das wir über die numerische Auflösung der Gleichungen 



*) Der erste Band der Oeuvres, der 1888 in Paris erschien, 
enthält nur die Theorie analvtique de la chaleor; dear zweite Band, 
der 1890 erschien, enthalt die hauptsichliobsten wiasenschaftliohen 
Einielarbeitea. 

16* 
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besitzen. Von neuen Resultaten, die m demselben euthaiteu 
sind, sind vorzüglich der Fourier' sehe Satz [Theorem (J,, 
S. 23], die von Fourier verbesserte Ncrütofi^Bdhe Näheriings- 
methode, die geordnete Division und die Fourier^sQhe Auf- 
lösung der quadratischen Gleichungen hervorznheben ; die synop- 
tische Auseinandersetzung enthält eine reiche Polle neuer Ideen, 
die allerdings nicht immer exact sind; vorzüglich sei aaf die 
Theorie der Ungleichheiten verwiesen. 

Der an erster Stelle genaiiiite ^bwr^^r'sche Satz und der 
von Fourier hierfür i^cgeliene Beweis ist, wie Sturm selbst 
angegeben hat (Bulletin de Ftrmsac^ t. 11, p. 419: v^\. auch 
Darhoiix in Oeuvres de Fouri/'r, t. 2, p. 310), die Busis ge- 
wesen, auf der es Sturm möglich wur, seinen berühmten Satz 
zu finden. Man h;\t den i'bwn^r'schen Satz fttr Fourier^ Zeit- 
genossen Budan de Bois-Laurent in Anspruch srenommen; dies 
geschieht auch in dem Nachruf, den Arago auf Fourier ge- 
halten hat: wie G. Darhaux in den Oeuvres de Fmirier, t. II, 
p. 310 ff. in einer Note zu Fnyrirr^ Arbeit »Sur l'usa^e du 
th^oreiiie de r>ps( artes« eingehend nachgewiesen hat, verdient 
das Theorem nur nach Fnnrin- Ereiiannt zu werden; Fourier''^ 
Beweis des fraglichen Satzes wird heute noch in den moderneu 
Werken dargestellt, er lässt sich auch auf transcendente Func- 
tionen ausdehnen. Eine Besprechung von der Analyse des 
equations d^termin^B hat auch C, F, Gauss (Ges. Werke, III, 
8. 119) gegeben. 



1) Zu S, 0. Diophxmtm von Alexandria^ der Vater der 
Arithmetik und Algebra in dem Sinne, wie wir sie treiben, 
lebte zwischen 180 v. Chr. n. 370 n. Chr. Die Zeit ist nicht 
genau bestimmbar. Sein grosses Werk »Arithmetica« behan- 
delt eine grosse Anzahl von Aufgaben Aber bestimmte und 
unbestimmte Gleiehnngen; bei den letzteren fordert jedoeh D, 
nicht, dass die gesuchten Lösungen ganzzaUig, sondern nur 
dass sie rationale, positive Zahlen sein sollen. Die von uns 
sogenannten Diophantischen Gleiehnngen, bei denen ausschliess- 
llek ganzzahlige L(toungen gesucht werden, sind D* fremd; sie 
gehen auf die Zusätze des Baehiei de Mexiriae zu der von ihm 
(1621) veranstalteten Diophantansgabe znrfiek. Eine dentsehe, 
mit Anmerkungen versehene UebersetKong der Arithmetloa nnd 
der Schrift über die Polygonalzahlen des D. stammt von 
Q. Werämm (Leipzig 1890). 
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2) Zu S. t"). Gemeint ist der Uber nbaci des Tjeotinrrln 
Pi'irmus] dprselbe ist jedoch erst 1202 erschienen, die zweite 
verbesserte Auflage stammt vermuthlich aus dem Jahre 1228. 
Eine eingehende Schilderung des Inhalts dieses bedeutenden 
Werkes findet man in Moritz Cantor^s Vorlesungen über Ge- 
schiobte der Mathematik, Bd. 2, 8. 3 — 35. (Leipzig. Zweite 
Auflage 1900.) 

3) Zu iS. 5. Die Summa de Arithmetica, Geometi'ia, Pro- 
portioni et Propoitionalita des Luca Pacmolo^ welche 1494 
gedruckt wurde, nmfasst das gesammte zeitgenössische Wissen 
über Algebra and Geometrie« VgL Comior^ a. a. 0., II, S. 306 
bis 344. 

4) Zu S, 6. Die Auflösung der cubischen Gleiehong ver- 
dankt man, wie Cardano (1501 — 1576) in seiner ars magiia 
de rebaa aJgebraieis (1545) berichtet, dem Seipione del Ferro, 
von dem sie seinem Freunde Floiidtvs mitgetheilt wurde. Bei 
einem wissenschaftlichen Wettstreite legte Flmndm dem Tar- 
iagüa (1506 — 1557) dreissig Aufgaben vor, die den letzteren 
angeblich zur erneuten Auflösung der cubischen Gleichung 
fflhrten. Veröffentlicht wurde die Lösung zuerst gegen den 
Willen des Tartaglia^ der sie dem Cardano unter der Be- 
dingung der Geheimhaltung mitgetheilt hatte, in der Ars magna 
des Oardano. 1646 erschienen die Quesiti et inventioni de Mcolo 
TarUigHa\ hier vertritt T. seine Ansprache auf die fragliehe 
Lasung. Man kann zweifeln, ob dieselben überhaupt gerecht^ 
fertigt sind, vielleicht hat sich T. auch nur in den Besitz 
der jPWro^sehen Lösnng gesetzt. Vgl. Cbnfor, a. a. 0., II, 
8. 482 ff. 

6) Zu S. 5. Die »rAlgebra« des BombeUij welche 1572 
gedrackt wurde, behandelt im zweiten Buche die Auflösung 
der Gleichungen der vier ersten Grade mit einer Unbekannten. 

6) Zu S, 5, Die von Ferrari geleistete Auflösung .der 
Gleichung vierten Grades ist in der Ars magna seines Lelurei-s 
Cardomo und zwar im 39. Capitel mitgetheilt 

7) Zu S* 6. Der erste einwandsfreie Beweis fOr die That- 
saehe, dass die allgemeine Gleichung von höherem als viertem 
Grade nicht mehr durch Wurzelzeichen lösbar ist, wurde von 
Abel in seiner 1826 erschienenen Arbeit >D^mon8tration de 
rimpossibilit^ de la r^soluMon alg^brique des ^uations g^n^ 
rales qui passent le quatri^me degre« (Bd. 1 des Cr^USs^schen 
Joum. f. d. r. n. ang. Math. = Oeuvres düÄbel [1881], I, S. 66) 
erbracht. Dieser Beweis ist Fomier nicht bekannt geworden. 
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8) Zm S. 6. Fourier hat hier den sogenannten easns inre- 
dncibilis bei den Gleichungen dritten Grades im Auge. 

9) Zm S. 6. Vieta (1540—1603) ist der bedentendste 
französische Mathematiker des 16. Jahrhunderts. Die exjog^ 
tiaehe Methode,, welehe Vieia in semer Abhandlimg »de nome- 
rosa poteatatnm pnranim atqne adfeetamm ad exegesiii reso- 
Intionec*) gab, ist eine Vorlinfeiin der Newton^täkea Nftbe* 
rnngsmetitode zur Anflösimg nnmerlfelier Gleiehnngen. (Vgl. 
Loffrange^B TnM de la r^lntion de» ^natkms nmn^riqnes. 
Oeurres de L.^ publik par J. A, Serret, tome YDI, p. 16, 
sowie Fowier im yorUegeaden Werke, 8. 178.) Fisto's grö»^ 
algebrMSche Ldstnng, Ae in seiner »in artem analytieam isa- 
goge« (1591) niedergelegt ist, besteht darin, dass er im Gegen- 
satz zu seinen Vorgängern, welche die GleichnugscoefHcienten 
immer als bestimmte, gegebene Zahlen betrachteten, also nur 
die T^nbekannte allein unbestimmt dachten, auch die Gleichungs- 
coetticienten als unbestimmt ansah; hierdurch ist er der Er- 
finder der lieute schon in unseren iMittelschulen gelelirten 
Buchstabenrechnung geworden. Diese bezeichnete V. als lo- 
gistica speciosa, die er zu der logistica uumerosa, der nume- 
rischen Rechenkunst, die es nur mit Zahlen zu thun hat, hin- 
zufügte. (Vgl. auch Fourier^ diese Ausgabe, 8. 45.) Den 
Zusammenhang der Wnraeln und Coefficienten einer Gleichung 
giebt Vieia am Schlüsse seiner Abhandlung »de aeqnattonnm 
recognitione et emendatione« (1691); doch setzt er ausschliess- 
lich positire Wnraeln voraos; den Satz in ToUer Allgemein- 
heit, 80 dass aneh negative nnd imaglnire Wnrsehi b^ok- 
sichtigl werden, yerdjuikt man der Inrention nouvelle en 
Palg^bre von JJbert CHrard (1629). [AnsfthrHclie Besebrei- 
biing des Inhalts in KUige^B matk Wörterbneh, Leipzig (1803), 
Bd. I, Artikd »Algebrac, 8. 62]. 

ID) 25» 8. Sund 178. üeber Hamafs (1660^1621) Werk 
»Artis analyticae präzis«, das zehn Jalire naeh des Anton Tode 
ersoliien, vgl. Klüger 9 math. WOrterbncb, I, 8. 47, soiHe Omldr, 
a. a. 0., II, S. 790. 

11) Zu S. (i. Wie schon der ausftihrliche Titel des Werkes 
von Wüliant (hightred fl574 — 1660) sagt: »Arithmethicae in 
numeris et speciebus institutio quae tum logisticae, tum aua- 
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*) >Zur Aasfiihrung der numerischen Auflösung der reinen 
^ttnreinen Gleichnnam.« Jede Gleichung, die nicht eine reine 




ae^blio 



pnia, ist, heiflst aeqnatio adfeeta. 
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lytieae aiqiie «deo totins nuitiieiiimiicM qaui dsTi» est (1631} 
ist das Werk eine Einführnng in die nitmeTische imd Bneh- 

stabenreclmung. In einer sp.lteren Auflage ist >de aeciuatio- 
jium aifectaruui resolutionc in uumeris« beigedruckt; hier wird 
die nnmerische Auflösung der Gleichungen behandelt. Vgl. 
Fourier f diese Ausgabe, 8. 178. 

12} Tkt S. n. John Wams (1016—1703), ein sehr hervor- 
ragender englischer Mathematiker, hat sich um die Intiiiitcsi- 
malreehnimt:, Oeometrie und Algebra sehr grosse Verdienste 
erworben. St in tre.itise of alg^ebra both historical and prac- 
tica! with somo additional treatises (1685) ist in lateinischer 
Uebersetzung im zweiten Bande seiner Opera (1693) erschienen. 
Ueber die an Vida anknflpfeiulea Untersiiehangen von Harriot 
und Ongkbred Bprioht er in den Opera II, p. 113 und 203. 
Die Stelle, an der et die Deioaries^ ^vho Regel (vgl. Anm. 13) 
mit Unrecht ftir Ilarriot^ in dessen Werk sie überhaupt nielit 
stdit, wie sneh WeUüs selbst an anderer Stelle, p, 215, zu- 
gielit, in Anspraeh nimmt» ist p. 171 zn finden. Die Yerthei- 
digong Deseartes' gegen WalUs nnd seine Nachbeter hat schon 
de Qua in dem Aufsätze »D^menstratioii de la r^e de Des^ 
eartes« (ESstoire de l'aoad. des scienees de Paris, 1741) geftthrt 
Trotidem segelt die Deseorfes^sche Regel noch hftnfig nnter 
Harriofs Flagge. Einen Bewns fllr die Regel hat Itbrigens 
tneh G. F. Garns (Ges. Werke, Bd. 3, S. 65) erbracht. Vgl. 
auch Lagrange, Oeuvres VIII, p. 196. 

18 . Zu S. 6. Bene Deseartss (1596 — 1650- ist durrli seine 
geometrie (1637) der Begründer der analytischen Geometrie ge- 
worden. Lateinische Ausgabe unter dem Titel »Geometria« von 
F. va/n ^>chüuU:/t [ii)r>Sh, deutsehe von Ludirig Schlesinger (Berlin 
1894). Im dritten l>aude der Geometria, die reich an alge- 
}>raisclien Wahrheiten Ist, findet sich auch olme irgend welchen 
Beweis die Jksfnrtrs'achii Regel, auf die Fourier anspielt. 
»Nimirnm, tot in ea [aejjuatione] veras [positive Wnrzclnl haberi 
posse [posse im Sinne des Maximums], quot variationes repe- 
rinntnr signorum + ^ — ; & tot falsas [negative Wurzeln , 
qnot vicihns ibidem deprehendnntur dno signa 
Signa — , quae se invicem seqnnntnr.« [Geometria, ed. 
Sdiootcn^ p. 70.) Vgl. Fourier^ diese Ansgabe, 8. 95. 

14) Zu S. 6. Der Theil des Briefes von JV^u^fo» (1643— 1727) 
TOin 24. October 1676, der sich auf das sogenannte NouAm- 
sehe PamUelc^ramm bezieht, ist zuerst durch WcMib^ Algebra 
(Opera Wallisii, II, p. 381 »Nova methodns extrahendi raiSices 
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tum .siuipiieium tum atVectarum aequatioiium« ) Uekiiiint «ge- 
worden. Dieselben Untersuchungen findet man auch in den 
Öpuscnia Newton! (ed. CasfilHonncs, l 744) I unter dem Titel 
»Metliodus fluxionum et serierum iutiiiitarum - vertiti'eutlicht. 
A. a. O., p. 37 beginnt Newton mit der Aiiflrisuiio: der aeqnatio 
aüeeta numeralis — 2y — 5=0, indem er die Zahl 2, 
welche sich um weniger als vom wahren Wnrzelwertbe 
unterscli rillet, als Käherungswertb ansiebt, und dann die von 
uns sofT^^'nanute iVWto//'Hcbe NHlicnni^^sinethode, welche durch 
V. im zweiten liucbe des M)rlie),^ri]di'ii AVerkes, S. 150 ff. aus- 
gestaltet und verbessert wurde, auwendet. Ueber diese Me- 
thode der successiven ^Substitutionen, wie sie von Fourier, S. 7 
genannt ^^'ird, vgl. auch Lag ränge, Oeuvres VIU, p. 161. 

Nach Behandlung der obigen numerischen Gleichung folgen 
bei Newton Buchstabengleichungen (aequationes speciosae'. 
Das Newton'sche Parallelogramm hat bei dem Erfinder den 
Zweck, das AnfjingsgUed der Entwicklung von y, welches mit 
X durch eine Gleiehang, bei Newton unter anderen Beispielen: 

— bxy^ -4 ^* — la*x^y^ -i- Qa^x^ + b^x* = 0, 

(i 

zusammenhängt, in nach x fortschreitende Reihen finden zu 
lehren. Vgl. ausser Cantor^ a. a. O., Bd. III (Leipzig, 1. Autt. 
1898), S. 102 noch Brill und Noether, die Entwioklnng der 
Theorie der algebraischen Functionen in älterer und neuerer 
Zeit, Jahresber. d. dentschen Math.-Vereinignng (1894), 8. 116C 
Siehe anch das vorliegende Werk, 8. 45, — Lagrange hat das 
^.'sche analytische Parallel<^amm durch eine analytiacbe 
Methode in der Abhandlung »Sur Tusage des fractions con- 
tinues dans le ealcul int^al« (Oeuvres IV, p. 303) zu er- 
setzen gesaebt 

15) Zu S. 7. Albert Qirard (f 1632) giebt in seiner In- 
Tention nouTelle en Talg^bre (1629) die Summe der vier ersten 
Potenzen der Qleichnngswurzeln, explicit dnrob die Coefficienten 
ausgedrflekt, an. (Vgl. Ckmtorj U, S. 789.) In NemUm'» 
Arithmetiica universalis, p. 192 sind die sogenannten NewUm- 
sehen Formeln, welcbe die impliciten Relationen zwischen den 
Potenzsummen der Wurzeln und den Ooefficienten angeben, bis 
zur 6. Potenz mit der Bemerkung »et sie in inlinitnm obser- 
vata Serie progressionisc ebne Beweis mitgetbeilt Der erste 
Beweis der NenfftovCf^en Formeln stammt von Qeorg Friedr, 
Barmatm^ Professor in Wittenberg; derselbe ist in der Arith- 
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mt tica universalis cum comment. Pastillionei. (Amstelodami, 
ITf J ), Additamentnm, p. 110 abgf di ik kt. Die heute üblichen 
Beweise der Newton ^cIigu Formeln scheinen auf Lagrange 
(Oenvres VITT, p. 169) und Grunni zurückzugrehen. fVg;!. Om- 
nr^-fs Supplemente zu Kliigä'a Wörterbuch (1836). Artikel: »Glei- 
chung«, 8. 422.) 

16) Zh S. 7. Vgl. die synoptische Auseinandersetzung, 8. 64 
und die bezüglichen Anmerkungen 47, 48. 

17) Zw S. 7. Die von Hudde (1628—1704), Bfirgermeister 
von Amsterdam, zur firkeBDUng der mehrfachen Wurzeln ge- 
gebene Regel lautet in unserer Sprechweise: Ist f{x) = 0 eine 
[nicht für X t=0 erfüllte] Gleichung, so ist für die Existenz 
einer mehrfachen Wurzel nothwendig und hinreichend, dass 
(1.) f{x) = 0 und (2.) af(x) + ßxf'{x) = 0, wobei a und (i 
ganz willkürliche Oonstanten und f"{x) die Deriiirte von f{x] 
bedeuten, eine gemeinsame Wurzel haben; setzt man a = 0 
und ß = 1 und dividirt durch r, so hat man die heute ge- 
wöhnlich Yorwandte Regel. H, drttekt sich auf folgende Art 
ans: Si in aeqnatione dnae racUees sint aeqnales, atqne ipsa 
mnltiiilieetBr per arithmetieam progressionem, quam libuerit, 
nimiram, primns tenninns aequatlonis per primum terminnm> 
progressioniB, aecundns tenniaus aeqnationis per seeundum 
termiBum progresMonis, et sie deineeps, dico productum fore 
aeqnationem, in qua una dietamm radlenm reperietur. (Hud^ 
demi epUtolae in ^0^00^*8 Ausgabe von Omiesma^ Geometria, 
p. 433 u. 507.) 

18) Zu 8. 7. Tsekimhms (1651 — 1708) redueirte in 
einem 1683 erschienenen Anfiaatz der Acta emditomm »Me- 
fhodns auferendi omnea terminos intermedios ex data aeqna- 
tione« die vorgelegte Gldohung durch heute sogenannte 
Taohimhausentransformation auf eine reine Gleichung und 
dachte, damit die Auflösung einer jeden Gleichung gegeben 
zu haben; allein äie von T, zu diesem Zwecke verwandten 
Hüftgleichungen sind höheren Grades als die vorgelegte Glei- 
chung. Vgl. Ckmtor^ HE, 8. 108. Wenn Oomtor a. a. C, 
8. 112 und 8. 556 in Leibmz (1646^1716) einen Vorgänger 
von Abel (vgl. Anm. 7) sehen will, so kann man dem gegen- 
Aber nur Fourier beistimmen, dass L. die Auflösung einer 
Gleichung durch Radicale fttr möglich hielt, nur betrachtete er 
das Problem auf dem von T. angegebenen Wege als nicht gelöst. 
Vgl. den Briefwechsel von G. W. Lmbniz mit Hathema^em. 
Herausgeg. von Gerhardt (Berlin 1899), I, 8. 316 und 449. 
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191 Zu S, S, La(frmf/r (t73H — 1813 verfolgt in seinen 
»Keilk'xioTiH snr la resolution iilgebri<iue des equations«, wie er 
in der l^.inleitnng sagt, den Zweck, a priori zu zeigen, warnm 
die für die Auflösung der Oleicliungen dritten und vierten 
Grades bekannten Methoden, die er eingehend untersucht, nicht 
für die Gleichungen höheren Grades ausreichen. (Oeuvres III, 
p. 206.) In Kote XIII in seinem Trait^ de la r^solution des 
equations nnm6ri(iues [Oeuvres Vili, p. 296 ff.) findet man eine 
Wiedermfiialune dieser Fragen, sowie zum Schlnss eine Be- 
spreehnng der verwandten Vandertmmcki'Bchim. Uniersidiiuigen. 
Vimdermonde^B (1736 — 1796) M^meixe snr r^hition des 
^nstions, fiBstoire de Tacad. des sdenees (Paris 1771) ist aneh 
in dentseher UebersetEong von C. Itxdffwhn nnter dem Titel 
»AUiandlnngen ans der reinen Mathematik rm N, Vander'- 
fmnde* (Berlin 1888) erschienen« 

20) Zu S. 8. Abu dB Gw (f 1785) verdank«! wir 
ausser der sehon in Anm. 12 genannten Arbeit noch einen 
-weiteren algebraischen Aufsatz »Recherche du nombre des ra- 
1 ines reelles ou imaginaires, reelles positives ou reelles nega- 
tives qui peuvent se trouver daus les equations de tous les 
degi'^s (Histuire de Tacad. des sciences de Paris, 1741)«; in 
diesem ordnet er einer jeden Gleichung f{x) = 0 die Cui've 
y = fl^x) bei; ebeudort findet man (Seconde partie. Troisi^me 
reglet auch den Satz, auf den Founer auf 8. 26 ;ni spielt: der- 
selbe hintet: Ero'iebt jeder reelle Werth, der irgend eine der 
derivirteu Functionen /^'^(■^J der linken Seite einer algebrai- 
schen Gleichung annuUirt, beim Einsetzen in die uTimittelbar 
voraufgehende und die unmittelbar folgende abgeleitete Firne- 
tion, f^^^~^^x) und f^^'*'*Xx ^ Hrössen verschiedenen Vorzeiehens, 
so hat f{x) = 0 nur reelle Wurzeln. De Otia's Aufsätze ent- 
halten auch eine grosse FllUe historisoher Notiaen Uber die 
ältere Algebra. 

21) Zu S, 8, Michel EoUe (1662—1719) hat in seinem 
Trait^ d^algltbie (1690) den folgenden Sats (Gap. 6 des zweiten 
Baches): Ist in der Oleichnng: 

f{x) = aQx"^ -1~ a,a;"""' + . . . a„ s= 0 

mit reellen Coeffidenten positiv und A der absolute Wertb 
desjemgen negativen Coeffieienten, welcher den grössten ab- 

A 

soluten Werth besitzt, so ist 1 + eine obere Grenze der 
reellen positiven Wurzeln. Aua dieser Thatsache und dem 
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sogenaüiiten 7b//r sehen Satz, der nach unserem Öprachge brauche 
lautet: Vtiä eh windet f[x) für zwei reelle aufeinanderfolgende 
Werthe a und ß. so verschwindet die er>ite Abgeleitete ['[r) 
fttr einen zwlsclien a und ß Erele^renen reellen Werth, sucht R, 
mittelst der successiven Abgeleiteten von ((x) die Wurzeln von 
f{a-] = 0 zu bestimmen. Die n — Ite Abgeleitete heisst bei Rolle 
erste Cascade, fhr] sell>st die ffie Cascade. Vgl. Fmmer im vor- 
liegenden Werke ä. lOö und 220, sowie La^tmge^ Oeuvres YIU, 
p. 190. 

22) Zu S. 8. Die Newton^ sehe Regel (Arithmetiea uiÜTer- 
salis Bd. 2, Cap. 2) sagt aus: Die Gleiehuig: 

a^a^ -{- a^ + . . . -f- a„ = 0 

mit reellen Coefficienten enthält wenigstens soviele eemplexe 
Warzehif wie in der Beihe: 

, 1 — 1 , ^ 2 w — 2 2 

Zeiehenwechsel auftreten. Einen Beweis ftlr diese Kegel suchte 
zuerst Maclaurin (1698 — 1746) zu geben. Vgl. CanioTy 
a. a. 0. III, S. 542 ff., wozu noch Maclaurin''» Algebra, die 
1748 nach seinem Tode gedruckt wurde, Cap. 13 des zweiten 
Theües beizufügen ist. 

Die Newkm^Mibib Begel ist bekanniüch von Sylvester (1814 
— 1897) veraDgemeiiiert worden. lieber 8yh)eskT^% in den 
Transaetions of the B. Irish Academy (1871) und Phil. Mag. 
4. ser., t dl eriialtene Besultate y^. auch TFeWs Algebra 
(2. Aufl. Braunsehweig 1898), I, 8. 348. 

23} Zu Ä 5. Lanrange und Warhig (1736—1798) haben 
die Gleichung fttr die Wurzeldifferenzen der yorgelegten Glei* 
ebung au^S^stellt und aus derselben die kleinste Differenz der 
reellen Wurzeln entnommen; ist h eine positive Zahl, die 
kleiner als der absolute Betrag der kleinsten Differenz ist, 
und bezeiebnen l und L die untere bez. obere Grenze ftlr 
alle reellen Wurzeln, so liegt in jedem der Intervalle: 

/, Z -h Ä, i H- 2/i, Z 4- 3Ä, . . ., Z + (w — 1)/*, L, 

falls 1 + mW^L ist, nur bOebstens eine reelle Wurzel der 

vorgelegten Gleiebung. Vgl. LagratigCj Oeuvres VIII, p. 24 ff. 
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11. p. 140tT. : a, a. 0. p. 143 findet man auch eine Besprechung 
der HVrr/; / seht n Untersucliungen. V'gl. auch Fourier im vor- 
liegenden Werke S. 24 ii. 108. Canrhy (1789—1857) hat 
einen Werth für h finden gelehrt, ohne dass man die Gleichung 
für die WurzeldiftVrt nzi ii aufstellen mnss. [Algebraisehe Ana- 
lysis, deutsche Ausgabe von Iluzler (IH^sl, 8. 344.] Vgl. aucli 
die Darstellung in Serret'^s Handbnch d. höheren Algebra, deutsch 
von Vyertheim, Leipzig, 2. Aull. 1878, Bd. I, 8. 24 5 ff. 

241 Zu S. ,9. Die sehen zu Latjrangr'^ Zeiten nicht sehr 
bekannte Methode von bontaine (1705 — 1771), die dieser in 
der Histoire de Tacad. des sciences de Paris (1747) veröffent- 
licht hat, ist eine Käherungsmethode zur Berechnung der Wur- 
zeln, welche eine grosse Vorarbeit, um Kenntnisse über die 
ISatnr der Wurzein zu erlangen, voraussetzt. Diese Methode 
ist von Lagrange in Kote 7 seines Trait^ de la r^solution des 
^quations num^riques (Oeuvres VUI) näher auseinandergesetzt 
und mit vollem Recht als nicht anwendbar und nnzureicheud 
erklärt worden. D Alenthert (1717—1783) hat sie in der En- 
cydop^e, tome ö (1756), p. 853 im Artikel »^aatlon« be- 
sprochen und auch schon gegen sie Bedenken ge&uSBert. 

25) Zu S. 9. Von Fourier^ B Untersuchungen tlber die 
Theorie der Ungleichheiten ist ausser den interessanten, all- 
gemeinen Ideen in der synoptischen Anseinandersetznng, S. 71 K. 
nur noch ein kleiner Aufsatz, der in seinen Oenvres Bd. II, 
p. 317 — 319 wieder abgedruckt ist, anf uns gekommen. Es 
sei noch bemerkt, dass die in den Oeuvres, Bd. II, p. 321 — 328 
abgedruckten Ausztige ans der Histoire de l'acad. für die Jahr- 
gänge 1823 und 1824 gi'össtentheils wörtlich in den Expose sy- 
noptique, diese Ausgabe S. 71 ff. ttbergegangen sind. Bei1^;lich 
der Theorie der Ungleichungen Tgl. eine kttrzlich erschienene 
Arbeit von Julms Farkas, in der man auch bistorisehe Notiaen 
findet. Joum. f. d. r. n. aag. Math., Bd. 124, 8. 1 (1901). 

26) Zu S, 9, Gemeint ist hmgrmkg^B sdion wiederholt 
eitirter Traitd de la resolntion des ^nations nnm^riqnes. 
(Oenvres Vm.) 

27) ZAk 8, 10. Diese Arbeit mit dem Titel >Snr Tnaage 
dn th^r^me de Descartes dans la recherche des limites des 
racines« ist in Fowrier^a Oeuvres Bd. II, p« 289 wieder ab* 
gedrackt. 

28) Zu S. 12, Bezftglich der Auflösung einer Gleiehiing 
mit reellen Ooelficienten durch reelle Radicale ist uns nnr das 
folgende Resultat bekannt: Unter den in einem reellen Batio- 
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iialitätsbereiche irreducibelen OleichuDgen mit nur reellen 
Winzeln slud die einzig:en, bei denen eine Wurzel durch reelle 
Kadicale darstellbar ist, die durch Quadratwurzeln anflösbaren. 
Vgl. Jlöhkr, lieber den Casus irredocibilis liei der Gleichung 
dritten ürades, Math. Ann., Bd. 38, S. 3ü7, sowie Kneser. 
Math. Ann. Bd. 41, 8. 344. Die von Fotcriet' in diesem Ab- 
satz ansgesprochenen Ideen sind iiichi ganz correct. 

29) Zu iS.14. Vieta behandelt in seiner Schrift »de aequa- 
tionam reoognitioiie« (vgl. Anm. 9) die Gleichmig: 

[Öpera, ed. JScJiooten (1646), p. 91] mit der Bedingung 
B'^^D; A ist die Unbekannte, die bei Vieta immer mit 
einem Vocal bezeichnet ist, B und D sind bei Vietaj der nur 
positive Grössen zulässt, beide ]iositiv gedacht. Man kann 
jedoch für das Folgende IJ beliebig positiv oder negativ an* 

nehmen; B ist dann so gewählt zn denken, dass ~ positiv 

ist. Vieta bringt die Gleichung (1) mit der trigonometrischen 
K^ation cos^a — ^ cosa == ooa (3a) in Zusammenhang, in- 
dem er -5-= == cos 3 a, -zr^ = cos a setzt. Auf die Glei- 

ohnng (1) mit def Bediogong B'^^D lisst «Ich- llbrigens 
jede euhiseho Gleiehnng a;' — Px-^ q =ssO mit reetten Ooeifi- 

cienten, bei der P eine positive^Grösse und '£ ^ ^<Z^ (ca- 
ans irredncibilisli znrflckfflhren, wenn man B ~ , D = 

= — x^A setzt; ^ ist mit derartigem Vorzeichen 

ztt wfthlen, dtS8 ^^-=1^ positiv wird. Bei Vieta, der ,B 

P i/P ' 

nnd D positiv annimmt, wird ausser der Gleichung (1} noch 
die weitere Gleiehnng: BB^E-^E^ « B*D, wobei B nnd D 
positive GrOeeen, E die Unbekannte, B^ ^D^ behandelt, 

dO) Zu 8. 14. Gegen eine derartige Ansdruoksweise, die 
imagmftren Wnrzeln einer Gleichung als fehlend aoznsehen nnd 
dann trotzdem mit ihnen als etwas Ezistirendem zn operiren, 
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wendet sich schon die Dissertatieii von C. F. Garns (1801); 
in ihr findet sich der sofort von Fourier besprochene Fonda- 
mentalsatz zum ersten Maie streng: bewiesen. Vgl. die vier 
6rrt?f.^s' sehen Beweise fftr die Zerlegung ganzer algebraischer 
Functionen in reelle i actoren ersten oder zweiten Grades. 
Herausgeg. von E. Netto in Ostwald'ä Kiasäücem. Nr. 14 
(1890), 8. 6. 

31) Zu S. 17. Die Lehre von den Incommensurablen 
füllt in Euclides Elementen (300 v. Chr.) das ganze zehnte 
Buch. 

82) 7m S. 17. Vgl. hierzu Hilbert ^ Mathematische 
Probleme, Nachricht, der Kgi. Gesellschaft der Wiss. zu Göt- 
tingen (1900), S. ;^66, sowie Dekn^ über raumgleiche Polyeder, 
ebenda 8. 345. 

33^ Zu S, 20. Kouner führt hier den sogenannten Tar/^ 
/or'schen Satz an. Ueber Johann BernonllV^ (1667 — 1748) 
Ansprüche auf denselben vgl. A. PriftgsJtehn, Zur Geschichte 
des 7>7///or' sehen Lehrsatzes, Bibliotheca mathematica, dritte 
Folge, Bd. 1 (1900), p. 435. 

34) Zu S. 20. Die Aufstellung und Discussion des Rest- 
gliedes der Tayhr^schen Reihe beginnt mit Lagrange^a Theorie 
des fonetions analytiques (1797). Vgl. die eingehende Schil- 
derung in der unter 33) citirten Arbeit von Pringsheim^ 8. 440, 

35) Zu Ä 24^ 25 und W). Gauss hat in der lesen s- 
werthen Anzeige, die er Fonrier^a Analyse des ^nations de- 
termindes zu Theil werden liess, diese Stelle anf folgende Art 
kritlBirt (Gams^ ges. Werke, Bd. III, 8. 120): ». . . . Fourier 
nennt solche Stellen kritische: jede solche kritische Stelle be- 
dingt demnach das Fehlen von zwei reellen Wurzeln: wenn 
aber Fourier sich zugleich so ausdrückt, dass jedesmal zwei 
solche ausfallende reelle Wurzeln imaginär werden, so können 
wir diesen Ausdruck nicht ganz billigen, da er leicht zn einer 
BÜssdeutnng Veranlassung geben könnte. In der That ist es 
zwar wahr, dass die Gleiehung ^ = 0 znsammengezfthlt 
genau soviele Paare imaginftrer Wurzeln enthält, als solche 
Ausfälle oder kritisebe Stellen vorkommen; allein die Werthe 
aller imaginären Wurzeln sind an sieh ebenso bestimmte 
Grössen wie die reellen, und jener Ausdruck kann daher 
leicht so gedeutet werden, als ob jeder bestimmten Ltleke 
ein bestimmtes Paar imaginärer Wurzeln angehörte, was je- 
doch nicht nur ron Fourier nicht nachgewiesen ist, sondern 
so lange, als Üefer eindringende Untersuchungen diesen inter- 



Digitized by Google 



AnmerkuQ^eii. 



255 



etsMiiten Piinkt noch nicht in helles Licht gesetzt haben, 
zweifelhaft bleiben muas. TJebriijeDs soll hiennit nicht gesackt 
werden, dass Fourier selbst den Auüdi-uck bo verstanden habe; 
wir möchten eher das Uegeutheil annehmen, mid fast ^e^- 
muthen, dass er über das Dasein oder Nichtdasein eine-, sol- 
chen bestimmten Zns.'immeuhaDges ungewisy irebliebeu und 
absichtlicli einer odenen Erklärung über den verfänglichen 
Ausdruck ausgewichen sei.« Die hier von Gauss berührte 
Frage harrt auch heute noch der Lösnno-. 

36] Zu S. 27. In der unter 27 t^eiumnten Arbeit hat 
Fourier diese Residtate bereits ohne BeMei^ ])ii^>licirt. 

37) Zu S. 'V. (hiqhfrcd lehrte m vlem iinlcr 11^ citirten 
Werke eine Regel für die al)gekürzte Multiplication und Divi- 
sion, d. h. ein Verfahren, um Product nnd (Quotient zweier 
Zahlen bis zu einer gewissen Anzahl von Stellen zu ündeu. 
Vgl. die Note von A. Loewy in dem nächstens erscheinenden 
ersten Hefte des dritten Bandes des Archives der Bfathematik 
und Physik. 

38) Zm S, SS, Im Folgenden beriehtet die synoptische 
Auseinandersetzung über die für den zweiten, nicht ersohie* 
nenen Theil des Werkes geplanten Untersuchungen Fourier'n. 
Ob^eich der Text eme Anzahl von directen Fehlern und Un- 
genanigkeiten, die in Folge unserer heutigen Kenntnisse prä- 
oisirt Verden müssten, enthält, habe ich trotzdem diese Be* 
trachtnngen Foutners wörtlieh übersetzt, da ich mich aus 
historischen QrOnden nicht zu weitgehenden Aenderungen und 
Auslassungen berechtigt hielt. Die im Text folgenden Ans- 
einandersetzungen etwa in dieser Ausgabe ganz fortanlassen, 
erschien in Folge der reichen Fülle tob aufgeworfenen Fragen 
und der darin niedergelegten Keime, Ton denen auch heute 
noch manche der Entwicklung harren, wie z. B. die Theorie 
der Ungleiehheiten, nicht angebracht. Dem AnÜnger kann die 
Leetttre von 8. 33 — 80 wohl nicht gut empfohlen werden. 

39) Zu 8, 37. Fourier hat hier die Methode der Iteration 
zur Auflösung dner Gleichung im Auge. Vgl. Uber dieses 
Vei&hren: Emst Sehroeder^ üeber unendliehviele Algorithmen 
zur Auflösimg der Gleichungen. Math. Annalen Bd. 2, 8. 317. 

Dass durch Anwendung von os' = 1 -J- — die Gleichungx- = 2 

^ X 1 

gelöst wird, ist offenbar irrig; setzt mau / = —--{- - , so 

^ sc 

erhftlt man durch fortgesetzte Iteration 1/2. 



I 



Digitized by Google 



256 AnoiefkiiigeD. 



40) Zu S. 37, Mit Hilfe von Iterationen löst Fourier in 
den Artikeln 286, 287, 288 der Theorie analytique de la 

chaleur (Oeuvres I, p. 308 ff.) die Gleichuog e = «rctang y y 
wobei € die Unbekannte sein soll. ^ 

41) 2k^ S. 39. Der Inhalt des Artikels X ist Im Wesent- 
lichen in den Artikeln XXIV nnd XXY des ersten Bnehes 
näher behandelt. 

42) Zu S. 42, Die im Artikel XI angegebenen Besnltate 
sind dnrch iL A, Stern (1807 — 1894} in dessen grosser Ab- 
handlung »Theorie der Kettenbrflehe nnd ihre Anvendnng« 
[Jonm. f. d. r. n. aug. Math. Bd. 11 (1834), S. 142 ff.] wieder- 
hergestellt worden. Die Auflösung einer Gleichung durch 
Kettenbrttehe hat zuerst Lagratige im Trait^ de la r^solntion 
des ^nations nnm^riqnes (Oenvres YIII) gelehrt 

42) Zu S. 45. James Stirliny (1692 — 1770) gicbt dem 
N( u'ton^^^:\\i'\\ Parallelogramm verwandte Methoden in bciucr 
1717 erschieiienen Schrift »Lineae tertii ordiuis JSewtonianae«. 
Vgl Brill uud Xütker, a. a. 0-, 8. 128. 

43) Zu .S. 50. Clairaut (1713—1765) beschäftigte sich 
mit der ^Vulbuciiung der commensurabeleu Wurzeln der imme- 
rischeu und Buchstabengleichungeu in seinen ftl^ments d'al- 
gcbre, die 1746 zuerst erschienen und schon 1760 eine dritte 
Auflage erlebten. 

44) Zu S. 50. Gabriel Gramer (1704—1752): Introduc- 
tion Ii I\analyse des lignes courbes alg^briques (1750). YgL 
M. Cantor^ a. a. 0. III, S. 584. 

45) Zu S. 5C). Die folgenden Angaben Famierä mtissten 
?.unächst von unserem modernen, functionentheoretischen Stand- 
punkte aus vielfach präcisirt und corrigirt werden; immerhin 
enthalten sie eine Reihe von für die Auflösung transcendenter 
Gleichungen wichtigen Gesichtspunkten. M. A. St&m hat sieh 
mit der Wiederherstellung dieser Resultate in einer von der 
kgl. dänischen Gesellschaft der Wiss. gekrönten Preissehrift 
beschäftigt (Journ. f. d. r. u. ang. Math. Bd. 22). In neuerer 
Zeit sind besonders die Nullstellen der .öeM^^'schen Functionen 
Gegenstand eingehender Untersuchung g;ewe8en, hierbei werden 
auch vielfach allgemeinere Methoden zor Untersuchung der 
Nullstellen transcendenter Functionen angegeben. Vgl, A, Hur- 
ivitnif Ueber die Nollstelleu der Bcsscf Achesk Functionen, Math. 
Annalen ßd. 33, sowie den Bericht im Jahrbuch über die Fort- 
sehritte der Math. (1897), S. 408 nnd (1898), 8. 401 ff. 
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46] 2m S, 62. Die Function: 

X X* sc' 05* 

^ ^ T (1 • 2j" ^ (T. 2^3]* (1 •2-3.4)« ' 
welche bei der Wärmebewegang m einem Oylinder eine grosse 
Koile spielt, geht, wenn m&n x = setzt, in die Function: 



2« ' 2*. 4* 2*-4*.6* ' 2*.4*.6*-8* 

über; dies ist die Bessd^sche Function J(,[a). Diese findet 
sich anch schon in Fourier''^ Th(?orie analytiqne de la cha- 
ieni; (1S22), Oeuvres I, p. 341; Ifourier giebt a. a. 0. auch 

das bestimmte Integral j cos (a sin x) dx als Werth flttr die 

o 



Function Jo{ci)j die er mit A bezeichnet, an. 

47) Zti S. 64. Bind P, , P^, . , ., P^ ?;? willkürliche, un- 
bestimmte Grössen, und bestimmt man die Grössen Pm+i, 
^m+i» • • • durch: ♦ 

(n = 1, 2, 3 ), 

P 

so nähert sich der Quotient — der absolut grossten Wur- 
zel von: 

(1) ic'» -i- ttj a;"»-* + o;"*-- H (- = 

falls die Gleichung eine absolut grössie Wurzel, d. h. eine 
solche, deren absoluter Betrag grösser als der der anderen 
Wurzeln ist, besitzt. Dieses Resultat hat Damel BemoulH 
(1700 — 1782) nach der Sitte der Zeit ohne Beweis in seiner 
Abhandlung >Observationes de seriebus recurrentibus« (Com- 
mentarii Acad. Petropolitanae, t. 3, 1728) an^e>rel)en; bewiesen 
wurde es zuerst yoiiFidej' im 17. Capitul seiuer lutroductio 
in analysin iufmitorum« (1748), Bei specieller Wahl der ersten 
(Frössen P kann in besonderen Fällen dieses Resultat auf- 
hören gültig zu sein. [Vgl. F. Cohn^ Berechnung von Olei- 
chnngswurzeln durch reeun-irende Ausdrücke, Math. Aimalen, 
Bd. 44 (1894), 8. 48GJ. Wählt man im Besonderen P^ = ^i, 

0stw»ld'8 Klassiksr 127. 17 
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3= ,s%, . . P^ = ^^^^'^ aiigeaiein P„ = s,,, wobei 

s„ die Summe der nten Potenzen aller Wurzein der Gleichung (1] 

bedeutet; bei dieser specieUen Wabl nftbeit sieh = 



der absolut grössten Wurzel, falls eine solche e&istirt, und 
man erhält die allgemein unter BerffonlWs Namen in den Lehr- 
bliebem angegebene, specielle Methode, die sich aber erst bei 
Lagrange in der im Text von Voitrirr citirten Schrift, Note 6 
(Oeuvres, VllI, p. 168) findet. Vgl. Ä. Loewy im Sprechsaal 
für die Encyklopädie der math. Wiss. Arebiv der Math, und 
Physik, Bd. m. 

48) Zu 8, 68, Dieses Resultat ist falsch, ^gegen wird, 
wean \8\ ^ und der absolute Betrag von i grösser als der 
Ton u ist, also |^| ^ « + ^ darch den * 



in der^Bezeiehnmig der Anui. 47 gegeben. Um .s -f- ^ zu finden, 
hat man also den Quotienten von Gliedern zweier verschiedener 
Reihen, nämlich aus der von Fourier ange^eljenen Reihe 
.in — J5C, ... und aus der weiter von ihm im Text mit- 
getheilten Reihe AC — B*, ... zu bilden. Dies geht übrigens 
schon aus E'i^/er'schen Resultaten liervor. Das ftlr st von 
Fourier angegebene Resultat ist jedenfalls richtig, falls j^j ^ 
> I?/' ist. 

Sind a,, a^, . . . cf„i die w Wurzeln der vorgelegten Glei- 
chung, so kann man jede symmetrische Function der k ersten 

Wurzeln, falls |aj ^ |of^i ^ • • • S l«*!« l^fe! > l«jfc+<l 
/ — 1, 2, ... m — A:, als Näherungswerthe von Qnottenten mit 
Hilfe recurrenter Reihen finden. Das Produkt aj. ist auch 

in so einfacher Weise, wie es F. angiebt, durch Bilden der Quo- 
tienten zweier aufeinanderfolgender Glieder einer einzigen Reihe 
m erhalten. Diese Resultate haben Stmm {Creüe's Joorn. f. 
d. r. n. sag. Math., Bd. 11, B. 293 ff.) und JaeM (1804— Id&l), 
Observatinnenlae ad theoriam aeqnatiomim pertinentes {OreUe^i 
Jonm. Bd. 13, S. 349) bei dem Bestreben, .^burMr's Angaben 
naehenweisen nnd an ergftnaen, gefunden. Vgl. vonllglidi die 
von Jacobi für a^, c(^9 > > * crj^ gegebene Nihenmgsgleiehniig. 
Ehie sehr eingehende Untersnchnng dieser Fragen bat F, Cohn 
in der unter 47) eitirten Arbeit geliefert. ßburier^B Reeidtate 
sind übrigens aneh nicht immer ganz exaot formnliri, so nimmt 
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er auf die M<>g:lichkeit, dass die absoluten Beträge der Wur- 
zeln gleich sein krmnen, ohne dass dieselben deswegen con- 
jugirt imaginär sein müssen, bei dem Ausspruclie der 8ätze im 
Texte nicht genügend üüok&icht. 

49) Zu 74. Fourier meint hier, die auch heute noch 

gebr&nchUehe BezeichnuDg des bestimmten Integrals , bei der 

b 

die Grenzen hingeschrieben werden^ also J^(p{x]dx, Diese Be- 

Zeichnung ist von F. in seiner Theorie analytique de la cha- 
leur (Oeuvres, I, p. 22G1 eingeführt worden. 

50) Zu S. 103. Die AiiL:;ibeu bezüglich der Gleichung 
;r'" -|- ^-.r'"""' a,,^ = 0 sind bei Fourier ganz irrig, infolge- 
dessen habe ich den Text geändert. 

51) Zu S.ll-l. Eine algebraische ilerleitung dieses Resul- 
tates kann mau etAva in J. A. Serrrf^ Handbuch der höheren 
Algebra, deutsch von G. Wertkemi^ Leipzig, 2. Auflage, 1878, 
Bd. I, S. 251 nachlesen. 

52) Zu S.ISO. Fourier ist ein Bechenfehler untergelaufen; 
er behauptet irrthttmlicher Weise, dass die Gleichung eine reelle 
Wurzel zwischen ^ 10 und 1 besitzt. Der Text ist infolge- 
dessen corrigirt worden. 

53) Zu S. 149, Versehwinden fOr einen Werth x =s a 
anfeinanderfolgende zwisehenüegende Functionen und haben 

die diesen Toraufgehende und folgende Funetion gleiohes Vor- 
zeiehen, so ist a eine + Ifache Indicatriz, falls eine 
ungerade Zahl ist, eine «»^faebe Indicatrix, falls eine 
gerade Zahl ist; haben hingegen die den yersehwindenden 
Functionen voraufgehende und folgende Function ungleiches 
Vorzeichen, so ist fOr ein gerades die Grösse a eine 
fache Indicatriz, fdr ein ungerades ist a eine m^— Ifache 
Indicatrix. Sollten für a mehrere Beihen zwischenliegender 
Functionen verschwinden, so sind die entsprechenden Zahlen 
nach der angegebenen Methode zu berechnen und zu addiren. 
£Ke angegebene Bogel setzt yoraus, dass wir es wirklich mit 
zwischenliegenden Functionen, nicht mit solchen, die mit f(x] 
schliessen, zu thun haben. (Hegel des doppelten Vorzeichens.) 

54) Zu S, 153, Zur Anwendung der im Folgenden von 
Fourier auseinandergesetzten Regel ist es nicht absolut noth** 
wendig, beständig Torauszusetsen, dass die erste Derivirte fx 
im Interirall keine Wurzel hat; es gentigt, dass f"x in dem 
Intervall, in welchem eine Wurzel von fx liegt, keine Wurzel 
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besitzt. Vgl. (r. Darhoux^ Snr h\ mr^thode d'approximatioii de 
Newton, ^iüu^ . Annales de matii. ^1869). Liegt im Intervall 
a bis h eine Pinzitire reelle Wiir/fl \on /*fr^*> == 0 tmd ändert 
die zweite Abgeleitete von f\x) im ganzen Intervall a bis h 
nicht ihr Zeichen, so kann die NcwtorCBQ\i^ Methode auf die- 
jenige der zwei Grenzen , für welche f(x) und f"[x) dasselbe 
Vorzeichen haben, mit Sicherheit an«rewaiidt werden. 

55) Zu S. W7, Die Btellen in Lagi-ange'^ trait^ de la 
rösolution des equations num^qnes de tous les degr^s, welche 
von der iVf?rA>//'schen Näherongsmethode handeln, sind in den 
Oeuvres Vlll, Introdnction , p. 17, sowie a. a. O., Note V, 
p. 159, zu finden. 

56) 2m S. 17$. Man bemerke, dass : 

ist. 

57) i^w S. ISO. Das Werk »Artis anatyticae praxis« stammt 
von Harriof (vgl. Anm. 10) ; die Oufjhtred'&QhQ Kegel findet sich 
in dessen Clavia (vgL Anm. 11 und 37). 

58) Zu S. 182, Ist der Best gleich oder grl^sser als die 
Summe der schon beim Qnotienten hingeschriebenen Ziffern, 
wenn man diese als Einer betrachtet, so ist hierdurch stets 
ein positiver oorngirter Partialdividendns gesichert 

59) Zu S, 182, Ist der Rest kleiner als die Summe der 
schon beim Quotienten hingeschriebenen Ziffern, diese als Einer 
gerechnet, so wird man die Oorrectur an der Zahl, die durch 
Herunternehmen einer Ziffer des Dividendus zu dem Rest ent- 
steht, nicht stets ausführen kduneu, d. h. der corrigirte Partial- 
dividendus kann auch negativ werden. Tritt dies ein, so ist 
die beim Quotienten hingeschriebene letzte Ziffer sicher zu 
gross. Dass es aber genügt, dieselbe, wie Fomier angiebt, 
um 1 zu verkleinem, ist nicht ohne Einfflhmng einer Bedingung 
immer zutreffend, wie aus folgendem Beispiel hervorgeht. 
1932 : 28. 

Erster Partialdi\ idendus 19, designiiter Divisor 2. 

19 3'2 : 28 = 9 . . . 

18 

13' (1 < 9; die Ziffer 9 ist unsicher). 
72 8 • 9 (die Correctur kann nicht ausgeführt werden : 
9 ist zu gross). 
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Nach Fourter wäre Atar 9 die Zahl 8 su schreiben, iind 
8 wäre richtig. 8 ist aber auch zn gross; würde man mit 8 
die Rechnung dnrchflOhren nnd die Correctur 64 ausfuhren 
wollen, so ist dies auch nicht möglich. Statt 9 ist 6 zu 
schreiben, 6 ist gut 

Fourier^ Aussage, das8, wenn die Correctur sich nicht 
ausführen lilsst, man die letzte im Quotienten hingeschriebene 
Ziffer j^erade um 1 erniedrigen muss, ist richtig, wenn die 
Summe der im C^)uotieiiten bereits hingeschriebcueu Ziffern, 
diese als Einer gerecliuet, gleich oder Ivleiiier als der de^itruii te Di- 
visor ist. Vgl. J. Lüroth^ Vorlesungen über iiumerisolies Jieclmen. 
Leipzig. 1VH)0, S. 49 u. öl; dort findet man eine eingehende 
Behandhnio^ der geordneten Division. 

Wählt man z. B. den desi^^nirten Divisor dreiziffrig, so ist 
die ii^owner'sche Regel der Kruiedi'igung um 1 für die ersten 
elf Ziffern des Quotienten sicher anwendbar; denn jede dieser 
elf Ziffern liauu ja höcbstenü gleich 9 sein, und 99 ist Ivleiner 
als jede drciziffriore Zahl. 

In dem S. 184 liehandelten Beispiele kann l unrii r für 8 
ruhig 7 schreiben; denn 5 -|- 2 + '» -r ^ + 1 4-^ + 8 <[ 234. 

60) Zu ysi'. Ist der Ke^st zwar kleiner als die Summe 
der schon beim Quotienten liiiiireseliriebenen Ziffern , al)er ist 
der eorrigirte Partialdivideiulus noeli |)OS!tiv. so ist die zuletzt 
hingeschriebene Ziffer des Quotienten sicher noch richtig, falls 
der coiTigirte Partialdividendus noch gleich oder grösser als 
die Summe der beim Quotienten hingeschriebenen Ziffern, diese 
als Einer gerechnet, ist {Lih-oth, a. a. 0., S. 49). In dem Bei- 
spiel S. 185 ist die Zahl 3 richtig; denn 11 > 2 + 5 + 3. 
Dass aber im Gegensatz zu Fourkr^B Angabe, falls nicht die 
obige Bedingung gültig ist und wir einen Rest, der kleiner als 
die Summe der Ziffern des Quotienten ist, trotz eines positiven 
oder verschwindenden eorngirten Partialdividendus eine Aende«* 
ning der letzten Ziffer des Quotienten nöthig werden kann^ 
zeigt das folgende Beispiel ; 179208 : 2273. 

Partialdividendus 17, designirter Divisor 2. 

17 9'208 227S. 
16 8 

19' fl < 8; 8 unsicher). 

16 = 2 . 8 

3 (naeh Fourier 8 gut). 
8 ist aber zn gross. 
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Anmerkungen. 



Ist der liest zwai kleiner als die Summe der schon beim 
Quotienten hingeschriebenen Zlfiern, der corrigirte Partial- 
dividendus aber positiv oder Nnll, so ist, wenn die Snmme 
der schon im Quotienten hingeschriebenen Ziffern < als der 
designirte Divisor ist, die zuletzt liinirt schriebene Ziffer des 
Quotienten im allgemeinen richtig; aie kann nur dann mög- 
licher Weise um 1 zu gross sein, wenn bich ergiebt, dass im 
Quotienten auf die fragliche Ziffer unmittelbar Nullen folgen, 
in diesem letzteren Falle kann die znletzt hingescbriebene 
Ziffer deswegen um 1 verkleinert wrnlru müssen, weil man 
die Nullen, welclie der Zitier unmittelbar folgen, abändern 
muss. {Lüroth,, a. a. 0., S. 52.) 

61) Zu S, 188. Die hier von Fourier gelehrte Muitipli- 
cation heisst symmetrisch. Sie war schon den Indem al» 
Vajräbhyäsa (blitzbildead) bekannt. Vgl. M. Ccmtorj a. a. O., 
Bd. I, 8. 571. Siehe auch J. Lürothy a. a. 0., 8. 8. Soweit 
wir wiBBen. v/ar Fourier der erste europäische Mathematiker, 
in dessen Werken man fflr die symmetrische Multiplication die 
practische Anweisung findet, die zwei Zahlen anf zwei separate 
Blätter, und zwar die Ziffern der einen in verkehrter Ordnung, 
%n schreiben. Die symmetrische Multiplication selbst wurde 
nach M, Cantor, a. a. 0, II, S. 9 und 8. 312, im Mittelalter 
von Leonardo Pisctnus nnd Luca Paduolo gelehrt. 

62) 2kl 8, 185. Ueber die Auflösung der quadratischen 
Gleichungen nach Fourier vgl. J. Lüroik^ a. a. 0., S. 154. 

63) Zu S. 102. Die Bedingung, dass f'"{x) in dem be- 
trachteten Intervalle keine Wurzel haben soll, ist für das Fol- 
gende erforderlich. Fourier hat sie bei der Angabe der er- 
zielten Resultate in dem Aufsatz »Question d'analyse alge- 
brique«, Oeuvres II, p. 250 nicht beachtet. Vgl. die Anmerkung 
des Herausgebers G. Darboux a. a. 0. 

64) Zff S. 201. Diese Gleichung hat hat bereits Ncicton nach 
seiner Methode (vgl. Anm. 14) behandelt und ihre reelle Wurzel 
als 2,09455147 berechnet. Ln(jran(je hat sie dann mit Hilfe der 
Methode der Kettenbriiche behandelt. Oeuvres VIII, p. 53. La- 
[/ränge findet die Wurzel zwischen 2,09455147 und 2,09455149. 
Fourier selbst giebt in der unter 63) genannten Arbeit den 
Werth der Wurzel zwischen 2,0945514815 und 2,0946514816 
an. Der Artikel XXX gehört zu den von Ntmer stammenden 
EinSchiebungen ; daher stammt die Berechnung bis auf 32 Deci- 
malstellen von Navier. Auch Gamhy hat in seiner algebraisclien 
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Anal\ si^ du-^e iileichnng behandelt [In den in Anm. 23j an- 
gegebt 11t Fl Ausgabe, S. 358.] 

65 j Zu S. 213. Dieses Resultat ist schon im Artikel XXV 
bewiesen. Vgl. S. 193 dieser Ausgabe, 

66) Zu 6'. 213. Dieselbe KoUe, welche bei der Nmiion- 
sehen Annäherung die Tangente spielt, kommt jetzt der im 
Punkte mit der Abscisse a und der Ordinate f{a) die Carve 
y =s f(x) osculirenden Parabel: 



2n. Vgl. 8. 230 dieser Ausgabe. 

67) Zu 8, 218. BezflgUeh dieses Resultates vgl. man 
wegen der Litteratur die Encyklopftdie der mathemalischen 
Wissensehafleny ü^, 8. 118. (Artikel »Algebraische Functionen 
nnd ihre Integrale« von W, Wirtinger. } 
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Pniclc von Breitkopf ft H&rt«l in Leipzig. 
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